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1 Introduccio

Els models matematics utilitzats pels economistes saWéxpressen en termes de
sistemes d’equacions. Siaquestes equacions son taakslifiestudi d'aquest sis-
tema d’'equacions pertany a l'area de les matematiquestlaadaalgebra lineal.
Quan els sistemes d’equacions son suficientment grarsydanstacio i estudi
es veu facilitat si utilitzem una notaci6é adient. Un sistegeneral den equacions
lineals amhn incognites que denotem per, xo, .. ., z,, €l podem escriure de la

forma;

a11°1 + a1ar2 + - + ATy = by

a21°1 + a22%2 + - - + Aop Ty = b

1)
Am1T1 + amaZ2 + -+ + Gpn®n = by
onaii,ais,...,an, €s denominen elsoeficientdel sistema, by, b, ..., b, €S
denominerels cantons de la dretde les equacions.
Unassolucio del sistema (1) &€s un conjunt ordenat de nlmeiQs,, . .., s,
gue satisfa totes les equacions simultaniament quan pogefts,, o = S, ..., Ty =
sn. Normalment escribim una solucid cofs, so, . .., sy,). Si el sistema (1) te al

menys una solucid diem que esnsistent Quan el sistema no te soluci6 diem que
ésinconsistent
La forma d'escriure al sistema (1) pren molt temps i és pexagtir tantes

vegadest, xo, €tc. i els signes- i = tantes vegades. Una forma alternativa més



economica d’'escriure les equacions és
ai a2 ain by
x| o x| | Feetan| 2 = 2)
am1 am?2 Amn bm
L'equacio6 (2) I'nem de pensar com una manera alternatigaatiure I'equacio (1),

on les expressions,

an a2 b1

am1 Am2 b
s'anomenenectorso, a vegadesgectors columnaonat que els seus elements estan
estructurats en forma de columna.

Donat que els vectors de I'equacio (2) son objectes matiesper ells mateixos,
resulta convenient donarlis noms caq as, . . ., ay, | b respectivament (senyalem
gue denotem els vectors per una lletra minlscula en nggtédapressioxz;a; es
denomingproducte de I'escalat:; i el vectoras, i es defineix com

a1l r1ail
T1a1 = X1 : =
Am1 T1am1

Amb la notacié que tenim podem espressar el sistema d’emsaariginal (1) com
z1a1 + X282 + -+ Xpap = b )

Donada la equivalencia entre (1) i (3), veiem alisistema (1fs consistent
(te una solud) si i nones sib es pot expressar com una combir@atineal de
ai,as,...,an.

Podem considerar una notacié encara més compacta pehaist). En I'expressio

(3) encara hi ha masses signesConsiderem la segiient notacio:

ail a2 e A1n I b1
as aoo . a9on, i) bg (4)
Aml Om2  --- Gmn Tn, b,

El conjunt ordenat de;; de I'esquerra es denomina umaatriu formada per

m filesi n columnes o una matriun pern. Normalment les matrius es denoten
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per lletres majusculas en negreta, e\g.Una matriu que tingui només una fila es
denomina un vector fila (que denotem per una lletra minaseunlnegreta) i una

matriu que tingui només una columna es denomina un vechomea.

2 Operacions amb Vectors.

2.1 Suma de vectors i multiplicacd de vectors per escalars.

Hi ha varies regles per la suma de vectors i per la multiplicae vectors per
escalars. Les més importants son les segients:

Denotem pem, b i ¢ vectors arbitraris n-dimensionals, i denotem peir 3
nameros arbitraris. Aleshores,

Regles per la suma de vectors

(a+b)+c=a+(b)+c (5)
atb=b+a (6)
at0=a (7

a+(—a)=0 (8)

L'equacio6 (5) representa la propietat associativa de maasde vectors, L'equacio
(6) representa la propietat commutativa de la suma de wdt@quacio (7) ens

diu que el vector n-dimensional de zeros és I'element ralgrla suma de vectors.
Finalment, L'equacio (8) ens diu que la suma de vectors éammlelement simetric
definit per aquell vectir que sumat al vector original donmcesultat I'element

neutre.

Regles per la multiplicacb de vectors per escalars

(a + Ba=oa+fa 9)
ala+b) = aa+ab (10)
a(fa) = (af)a (11)
la=a (12)

Per resumir aquestes propietats, podem dir que la manipaewectors segueix,



+ a2)

Figure 1: Interpretacion geométrica d’un vector.

basicament les mateixes regles que la manipulaci6 deleros reals, sense que

ens tinguem de preocupar de cada component per separat.

2.2 Interpretacio Geonetrica dels Vectors.

El mot “vector”, provinent del llati, esta relacionat aftdzte e moure una persona
0 un objecte d’'un puesto a un altre. En el pla un desplacament es pot descriure
per la distancia; recorreguda en la direccibi per la distanciai, recorreguda en
la direccidy. En consequiéncia, un moviment en el pla esta univocadetetminat
per un parell ordenat, o un vector de dos componémitsas). Geometricament,
tal moviment es pot representar per una flecha que surt deimcial P i arriva al
punt final@. El vector deP a( es denota peP—cj i '|anomenemvector geongtric
orsegment lineal dirigit

Suposem que el vector geometaaescriu un moviment desd’el puit =
(p1,p2) fins el punt@ = (¢1, ¢2). Aleshores el parella,, a2) que descriu el movi-
ments en les dues direcciomns y ve donat per; = g1 — p1, as = g2 — p2, O per

(a1,a2) = (q1,92) — (p1,p2)- Aixo S'ilustra a la figura 1



Figure 2: Suma de vectors.

Per altra banda, si ens donen el pafell, a2 ), obtenim el corresponent movi-
ment, desplacant-nag unitats en la direccio del eix i a2 unitats en la direccid
del eixy. Si el punt inicial ésP = (p1,p2), aleshores arivarem al put amb
coordenade$qi, q2) = (p1 + a1, p2 + a2).

La correspondéncia entre punt inicial, punt final i distarde desplacament,
fa que sigui una questidé de comoditat pensar en un vectourcg@arell ordenat de
nimerog(ay, az), 0 com un segment lineal dirigﬁj.

Si representem els vectors per segments lineals dirigidernp donar una in-
teressant interpretaci6 geomeétrica a les operacionsb, a — b, i ta. Sigui
a = (aj,az) i b = (by,bz) ambdds amb punt inicial en I'origen de coordenades

(0,0).

e La sumaa + b que es mostra a la figura 2, és la diagonal del paralelogram

determinat per els dos cantoas b.



YA

(a11 a2 )

>
X
Figure 3: Diferéncia de vectors.

La rab geometrica per aix6 és que els trian@l&s i PQT sbn semblants.
Es adir,OR és paralel &@Q i 0P és paralel &(@. Una interpretacio 'aque-
sta figura és que si ens desplaca des Odins aP i b ens desplaca des de

P fins a@), aleshores el moviment combinat- b ens desplaca des ddins

aqQ.

La diferénciaa — b es representa a la figura 3. Posem especial atenci6 a la

direccio del vecton — b. Senyalem també que+ (a — b) = a.

La interpretacid6 geometrica da, ont é€s qualsevol numero real, també és
inmediata. St > 0,aleshores el vecta te la mateixa direccio que i la
seva allargada é&svegades l'allargada de Sit < 0,aleshores el vectaa

te la direccido oposadaai la seva allargada &¢| vegades I'allargada de

Veiem doncs que la multiplicacio pérequival a re-escalar el vectarrad

per la qual el nUmerosovint s’anomenascalar.
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El mateix tipus de raonament s’exten a espais n-dimenisigna).

2.3 El Producte Escalar.

El producte escalar de dos vectors arbitraris n-dimensiena: (a;,az,...,a,)
i b= (b1,bs,...,by) es defineix com
n
a-b:a1b1+a2b2+---+anbn=Zaibi (13)
i=1

Notem dos aspectes importants. (i) el resultat del prodesttalar de dos vec-
tors &s unnimero real(o un escalar), no un vector; (ii) el producte escalar de
dos vectorsnones esh definiten el cas que ambdoés vectors tinguin la mateixa
dimensio.

Denotem per, b i ¢ vectors arbitraris n-dimensionals, i denotem peun
escalar. Aleshores,

Regles pel Producte Escalar

a-b=b-a (14)
a-(b+c)=a-b+a-c (15)

(aa)-b=a- (ab) = afa-b) (16)
a-a>0<«<=a#0 an

Regles (14) i (16) son trivials. Per demostrar la regla ,(tdnsiderem els
vectorsa = (aj,ag,...,an), b = (by,ba,...,by) i c = (c1,c2,...,cn).
Aleshores,

a-(b+c)=(a1,a9,...,a,) (b1 +c1,...b, +cp)
=a1(bi+c1)+...an(by, + cp)
=aiby +...apb, +a1c1 + ... ancy
=a-b+a-c
Per demostrar la regla (17) és suficient notar gua = a? + a3 + - - - + a2.

Aquesta suma és sempre no negativa, i €s zero si i nonéesies:’s son zero.



2.3.1 Longitud dels Vectors i la Desigualtat de Cauchy-Schavz.

Siguia = (aj,as,...,ay,). Definim lalongitud (0 norma) del vectora que de-

notem pef| a ||, com

|a|l=va-a=/a?+a)+- - +a2 (18)

Utilitzant I'equaci6 (18), definim ladistancia (Euclidea) entre dos vectoss =

(al,a2,. .. ,an), b= (b17b2,. .. ,bn) com

la—b| =+/(a1 —b1)2 + (a2 — bz)2 + - + (an — bn)? (19)

Pern = 2 aquesta definicidé es redueix al concepte tradicional dardig.
Considerem dos punts arbitrafis,, y1) i (z2,y2). La distancia entre aquests dos

punts és la hipotenusa del triangle que te per cétgts 1) i (y2—y1 ). Pel teorema

de Pitagoras, la longitud de la hipotenusalés /(z1 — z2)2 + (y1 — y2)2.

Pern = 3 observem la figura 5 on volem calcular la distancia entrgetgs
Pi @ amb coordenadg$,, as, as) i (b1, ba, bg) respectivament. Aquests punts es
troven en els vértex diagonalment oposats d'un cub reatangue te cantons de
longituda = |a; — b1|, b = |ag — bal, i ¢ = |asz — bs|.

Podem computar la diagonBk) a partir del Teorema de Pitagoras que ens diu
(PQ)? = (PR)? + (RQ)?. A la seva vegadaPR és la hipotenusa del triangle
amb cantons i b, de manera que la seva longitud (@R)? = a? + b? = (a1 —
b1)? + (as — b2)%. Ameés,RQ = c, de manera qUERQ)? = ¢ = (a3 — b3)?. En
consequencia,PQ)? = (PR)? + (RQ)? = (a1 — b1)? + (az — b2)? + (a3 — b3)?

i la distancia entréay, as, as) i (b1, be, bs) €s doncs

d= /(a1 —b1)2 + (ag — b2)2 + (a3 — b3)?
La desigualtat de Cauchy-Schwarzns diu
a-b| < [la]| - [|b]] (20)
2.3.2 Ortogonalitat

Considerem la figura 6 que ens mostra tres veciois i a — b aR?. D’acord

amb el teorema de Pitagoras, I'anglentre els dos vectoks b €s un angle recta
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Figure 4: Distancia entre dos vectors ef. R



Q={b.b. 0

Figure 5: Distancia entre dos vectors ef. R
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Figure 6: Ortogonalitat.

siinomés s(04)? + (0B)? = (AB)? o en una notacio diferenfal|? + ||b||? =
la — b2
Aixd implica quef = 90° si i nomeés si
a-at+b-b=(a—b)-(a—Db)
=a-a—a-b—b-a+b-b

gue es redueix a
O=a-b+b-a=2a-b—a-b=0.

demostrem doncs que I'angle format per dos vectors és, dtaomeés si el seu
proucte escalar és zero. Es diu aleshores que els veomstegonalsi ho de-
notema | b. Aquesta demostracio es generalitza inmediatament argeoto

dimensionals, i podem escriure

alb<«<=a-b

3 Liniesi Plans.

3.1 Linies.

Siguina = (aj,az,a3) i b = (by, ba, bs) dos vectors definits ®3. Pensem en
ells com dos fletches que surten de l'origen de coordenadéasdraals punts que

tenen com coordenadég, , as, a3) i (b1, be, b3). Podem dibuixar una recta que
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Figure 7: Una linia en R

passi per aquests dos punts (veure figura 7). L'equacitud&g recta la podem

escriure conx = (1 — t)a + tb, ont &s un nimero real.

Formalment doncs, la linia que passa per dos punts= (aj,...,a,) i b =
(by,...,by) és el conjunk = (xq,...,Xxy,) que satisfa
x = (1—t)a+tb, (21)

per algin namero real

3.2 Hiperplans.

Considerem un pl& a R? que passa per un puat = (aj,az,as). Suposem
també que el vectop = (p1,p2,p3) # (0,0,0) és ortogonal al pl& (veure
figura 8). Dir quep és ortogonal & vol dir quep és ortogonal a qualsevol linia
del pla. Aixi, six = (x1,x2,x3) €s un altra punt arbitrari en el pla, aleshores

x — a €és ortogonal . En conseqiiencia, el producte escalapdex — a ha de

12



Figure 8: Ortogonalitat i hiperplans.

ser0, és a dir

p-(x—a)=0 (22)

Aixi doncs, (22) és I'equacio general d’'un pl®4a que passi pesx = (aj, a2, ag).

En termes generals, diem que un hiperpla que passi per uapuiih;, as, ..., a,)
que sigui ortogonal a un vectpr= (p1, p2,...,Pn) 7 0 &s el conjunt dels punts
x = (X1,X2,...,Xn) que satisfa
p-(x—a)=0 (23)

Notem que si el vector ortogonal el substituim pesp, ons # 0 aleshores

precisament el mateix conjunt de vectarsatisfara I'equacio de I'hiperpla.
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4 Matrius i Operacions amb matrius.

Unamatriu &s un conjunt de nimeros distribuits de forma rectangaasiderats
com una entitat. Aguests nimeros normalment estan datisniter paréntesis.
L’ ordre d’'una matriu esta donat pel nimero de les séNesi columnes Diem
gue tenim una matrith X n quan aguesta esta composadarpéites i n columnes.
Els nUmeros que composen la matriu es denomalementsde la matriu. En
particular,a;; denota I'element situat en la fita en la columngj. En general, una

matrium x n te la forma:

a1l a2 LRI Aln
as ago . aon

A= . . . (24)
aml am2 ... Amn,

Casos particulars de matrius sbn els segiients:
e matriul x n, &s un vector fila,
e matrium x 1, €s un vector columna,

e matriun x n, (i.e. m = n) tenim unamatriu cuadrada. Els elements

ai1, a9, .. . ,any CONStitueixen laliagonal principal de la matriu.

4.1 Operacions amb matrius

La motivacio per utilitzar les matrius és I'existencia tegles molt (tils per la
seva manipulaci6. Aquestes regles es corresponen fing purgramb les regles
familiars de I'algebra ordinaria.

Per comencar diem que dues matriig B soniguals, i ho escribimA = B
Siaj; = by Vi,ji=1,2,...,mij =1,2,...,n. Sidues matriusA i B no son

iguals, ho escribimA = B.
4.1.1 Suma i Multiplicacio per un Escalar.

Siguin A = (aj;)mxn | B = (bij)mxn dues matriugn x n. Definim lasumade

A i B com la matrium x n, (aij + bij)mxn. ES adir,
A + B = (ajj)mxn + (bij)mxn = (aij + bij)mxn (25)
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En paraules, la suma de dues matrius del mateix ordre ceirsgst la suma dels
seus corresponents elements.

Sigui @ un nimero real. DefinimA com
aA = a(aij)mxn == (aaij)mxn (26)

Aixi doncs, la multiplicacié d’una matriu per un escalansisteix en multiplicar
cada element de la matriu per aquell escalar.

Regles per la suma de matrius

(A+B)+C=A+(B)+C 27)
A+B=B+A (28)
A+0=A (29)

A+(-A)=0 (30)

Regles per la multiplicacb de matrius per escalars

(a+ B)A = aA + A (31)
a(A+B)=aA +aB (32)

4.1.2 Multiplicacié de matrius.

Les operacions introduides fins ara semblen for¢a natukilha varies maneres
de definir la multiplicacié de matrius.

Una definicid6 que NO utilitzarem pero que sembla bastanirabes refer-
eix al producte de dues matrius del mateix ordre. Siguir= (ajj)mxn i B =
(bij)mxn dues matriusn x n. Definim el producte deA i B com la matriu
C = (cij)mxn ON c;; = ay;by;. Es a dir, el producte de dues matrius del mateix
ordre consisteix en el producte dels seus corresponemeets. Aguesta &s una
operacio legitima que s’anomeReducte de Hadamarde AiB. Aquest definicid
de producte de dues matrius no es gaire utilitzat.

La definicid més utilitzada de multiplicacié de matriesicara que més com-

plexe, resulta més (til en algunes manipulacions crsicialles equacions lineals:
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Considerem les matriuA = (aj;)mxn | B = (bij)nxp. Definim el producte de
A i B, comlamatri©C = AB on C = (cjj)mxp- Lelement de la filai i la

columnaj és el producte escalar
Cij = ai1b1j + Qigba; + -+ + ainbp; (33)

de la filai de la matriuA i de la columngj de la matriuB.

Hem de remarcafr que el producteB només esta definit si el nUmero de
columnes de la matriA coincideix amb el nimero de files de la matBu Una
implicacié inmediata és que & i B son dues matrius, el producteB pot estar
definit encara que producl®A no ho estigui.

També val la pena notar que incls en el cas en queAd#tomBA estiguin
definits, el resultat d’aquests dos productes no necassanit coincideix. Quan
escribim AB diem quepremultipliguem B per A, mentre que quan escribim
BA diem quepostmultipliguem B perA.

Regles per la multiplicacb de matrius Considerem tres matrius = (ajj)mxn, B =

(bij)nxpl C = (cij)pxq- aleshores podem definir les operacions seguents:

(AB)C = A(BC) (34)
A(B)+C = AB) + AC (35)
(A +B)C = AC + BC (36)

L'equaci6 (34) representa la propietat associativa deutipticacio de matrius.
L'equacio (35) representa la propietat distributiva pesduerra. Finalment, I'equacio
(36) representa la propietat distributiva per la dreta. y8kem que necessitem
definir la propietat distributiva per la dreta i I'esquerrgai que la multiplcacio de
matrius no &és commutativa.

Un cas particular de multiplicacio de matrius en el cas de4ns quadrades

son legpotencies d'una matriu. Si A és una matriu quadrada,
A" =AAAAA .. A (37)

Una matriu quadrada d’especial interes émkiriu identitat d’ordre n que

denotem pel,, (0 solameni). Aquesta és una matriux n composada per uns al
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llarg de la diagonal principal i zeros a la resta de posicions

10 ...0
01 ... 0

L.=1]. . : (38)
00 ... 1

Si A és una matriu qualseveh x n, és facil comprovar quAl, = A. De
forma semblant, SB és una matriu qualseval x m, és facil comprovar que
I,B =B.

4.1.3 Transposada d’'una matriu.

Suposem que volem intercanviar files i columnes en una matriun x n, de
manera que la primera fila esdeve la primera columna, etaiestg nova ma-
triu n x m s’anomenamatriu tranposada de la matriu original i la denotem per
A’ o tambeA ™.

al a2 e QA1np ailr a1 ... QAm1
as ago e aon , a2 a9 e Am?2

A=1] | . . = A= . . : (39)
aml1 Am2 ... Amn, alnp a2p ... Amn,

Regles per la transposid de matrius Considerem dues matrius = (ajj)mxn, | B =

(bij)nxp- aleshores podem definir les operacions seguents:

(A) =A (40)
(A)+B=A'+B (41)
(@A) = aA’ (42)
(AB) = B/A’ (43)

Un cas particular especialment interessant somlasius simetriques. Una
matriu simétrica és aquella matriu quadrada que eéstsaa en respecte a la di-
agonal principal. Es a dir, una matril = (aj;)mxn €S simetrica si i nomes si
a;j = aj; Vi,j. En altres paraules, les matrius simetriques estan tesitaades

pel fet de que son iguales a les seves transposades:

A = A’ « Aeés simétrica (44)
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5 Determinants i Inversio de Matrius.
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