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Capitol 1

Introducci O.

Els problemes d’optimitzacio impregnen el mon modern dagqEareixen tant a
les ciencies, i a les ciencies socials com a la ingeni&migparticular, la utilitat de
les tecniques d’optimitzacidé en economia apareix endalteio dels problemes
d’assignacio de recursos. Encara que, com és naturghoelesn plantejar prob-
lemes estatics i dinamics, en aquest semestre nomé&daabor els primers. Aixi,
estudiarem amb detall 'optimitzacio estatica que inde programacio classica,
la programaci6 no lineal i la lineal. Un aspecte que con@laquesta visido com
és una introducci6 a la teoria de jocs la deixarem de baadmps endavant. Les
tecniques que estudiarem tenen aplicacions a problemiastel@ria del consum,
teoria de I'empresa, I'equilibri general i 'economia dehestar.

Com ja s’ha mencionat una primera distincio important srpebblemes d’op-
timitzacio resideix entre els problemes estatics i diieg. Un altra distincio
es refereix al tipus de restriccions a que estan sotmesqsademes d’'optim-
itzacio. Podem distinguir entre problemes sense regiris® sotmesos a restri-
cions d’igualtat del tipus

8[[’1 +2[L’2 =5

i problemes sotmesos a restriccions de desigualtat conxperme
8[[’1 + 2[[’25

Una tercera distincié important es refereix al nUmeradtas que prenen de-
cisions. Podem pensar en problemes Amb un Gnic agent decisa problemes
amb varios agents decisors.

Un tipus diferent de problemes que tampoc tractarem amuels problemes
estocastics. Nosaltres ens concentrarem en alguns predl@eterministics. Po-
dem doncs resumir els diferents tipus de problemes detesticgd’ optimitzacio
en la taula 1.



2 Introducci 0.

Restriccions;# Agents/TempsProblemes Estatics Problemes Dinamics
No Restriccions o d’igualtat Programacio Calcul de
Un agent decisor Classica Variacions
Restriccions de desigualta Programacio No Teoria
Un agent decisor Lineal i Lineal de Jocs
Dos 0 més agents decisorg Prog. Dinamica i Jocs
Principi del Maxim Diferencials

Taula 1: Tipologia de problemes deterministics d’optaadio.

El problema ecoromic.

El problema basic en economia és 'assignacio de reswgsoasos entre objec-
tius alternatius. Donada la manca de recursos, hem de fezlaoeio, i aquesta
elecci6 ha de ser racional, és a dir, hem de prendre desigige permetin assolir
objectius dins d’aquesta manca de recursos. Per exempigtidwacic de renda
entre consum i estalvi per els individus; el repartimentadddspesa en consum
entre els diferents bens a I'abast, etc.

Aquest problema d’utilitzacio eficient (racional) de resns escasos no es més
gue un problema d’optimitzaci6 definit com I'eleccio déora de certes variables
per tal de maximitzar una funci6 subjecte a restriccions.

Les variables del problema economic sbstrumentgjue resumeixen la de-
cisio d’'una assignacio particular; la funcio a optimaitzs lafuncio objectiuque
resumeix els objectius alternatius; i leEstriccionsresumeixen la manca de re-
cursos; Econjunt d’'oportunitat®s el conjunt d’'instruments que satisfan totes les
restriccions. En termes matematics doncs, el problemaoeeiz no €és més que la
seleccib dels instruments dins del conjunt d’oportusjtgtie permetin optimitzar
la funcio objectiu.
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El Problema de la Programacb
Matematica.

El problema economic estatic consisteix en assignarsesiescasos entre objec-
tius alternatius (i competidors) en un moment particulatetaps. Matematicament,
el problema consisteix en determinar el valor de certeabbas subjectes a un
conjunt de restriccions pre-establert sobre els posildésy que poden prendre
les variables, de manera que s’optimitzi una certa funéitesentat en aquests
termes, el problema economic estatic també s’anorakp@blema de la progra-
macb matenatica.

2.1 Definicio Formal del Problema.

L'enunciat formal del problema de la programacié matécaatompren elsn-
strumentsel conjunt d’oportunitatsi la funcid objectiu

El problema tracta d’escollir els valors pewvariablesz, xo, . . . x,,, denomi-
natsinstrumentsEls instruments els representem per un vector columna:

X

) /
X = . :($1,$2,...,$n)

Ty

gue denominem el vector d’instruments, que és un vectdespdi EuclidiE™.

El vector d’instruments ésfactible si satisfa totes les restriccions el proble-
ma, i el conjunt de tots els vectors d’instruments factileleslenomina etonjunt
d’oportunitats X, un subconjunt dé-™. Donat que el problema que tenim que
resoldre consisteix en escollir un vector d’'instrumentscdajunt d’oportunitats,

3



4 2.1 Definicio Formal del Problema.

en qualsevol problema que no sigui trivial, el conjunt d'@pnitats no sera buit
(i.e. el conjunt de restriccions no sera inconsistenthitioalra al menys dos ele-
ments.

La funcié objectiués una funcié amb valor real dels instruments:

F=f(x)=F(x1,z2,...,2,)

El problema general de la programacio matematica el pddemular aleshores
com la seleccid d’'un vector d’instruments dins del congioportunitats per tal
de maximitzar el valor de la funci6 objectiu:

max F'(x) subjecte a x € X

X

Casos particulars especialment importants d’aquest gmublgeneral son la
programacio classica, la programacio no lineal i la paogacio lineal.

e En laprogramaco classicales restriccions son del tipus d’igualtat, i con-
sisteixen enn igualtats:

gl(X) = g1(:E1,:E2, cee 7xn) = bl
QQ(X) = 92(371,.772, oo ,.an) = b2

gm(X) gm(l‘l,l’g,...,l’n) = bm

on les funciongy;(x), i = 1,2, ..., m, sbn funcions continuament diferen-
ciables dels instruments denominadestriccions i els parametres;, i =
1,2,...,m, sbnm numeros reals denominatenstants En notacib vecto-
rial podem escriure les restriccions com

g(x)=Db

ong(x) i b son els vectors columna m-dimensionals:

gl(lCl,SCQ,...,SL’n) bl

gg(fl'l,l'g,...,xn) bQ
g(x) = : , b=

Im (1,29, ..., Ty) by,

Aixi doncs, el problema de la programacio classica @iasi en maxim-
itzar una certa funcioé subjecte a restriccions d’igualtat

max F'(x) subjecte a g(x)=Db

X
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e En laprogramacod no linealles restriccions son de dos tipus: restriccions
deno negativitatdel tipus

210,290, ..., 2,0
i restriccions delesigualtat

91(x) = g1(x1, 29, ..., )by
gQ(X) = 92(1’1,1‘2, cee ,l‘n)bg

gm<X) = gm(xh 0D P SCn)bm

en notacio vectorial aquestes restriccions s’escriuen
x0, g(x)b

on 0 és un vector columna de zerog(ix) i b sbn els vectors columna m-
dimensionals com (6). Les restriccionéx), : = 1,2,...,m, les suposem,
com abans, continuament diferenciables i les constanis=1,2,...,m,
sbnm numeros reals.

Aixi doncs, el problema de la programacio no lineal caesisen maxim-
itzar una certa funcio escollint variables no negativeshijecte a restric-
cions de desigualtat:

max F'(x) subjecte a g(x)b, x0

x
e En laprogramacé linealla funci6 objectiu es de tipus lineal:
F(x)=c1z1 + coxo + -+ - + ¢y, = €X
onc és el vector fila de. constant donades:
c=(c1,c2,...,¢n)
i les restriccions son de dos tipus: restriccions de dedigtiineals:
1171 + a1 + -+ - + A1, T, b1
9121 + Ao2%2 + -+ - + A9, Ty bo
Am1T1 + Q2T + o ATy bi,
I restriccions de no negativitat

210,250, ..., 2,0
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en notacio vectorial aquestes restriccions s’escriuen
x0, Axb

onA és la matriun x n exogena

a1 a2 ... Qip

921 o9 ... Q9pn
A=

Am1 Am2 ... Omn

Aixi doncs, el problema de la programacio lineal consist@ maximitzar
una certa funcio lineal escollint variables no negativeshjecte a restric-
cions de desigualtat lineals:

max F'(x) = cx subjecte a Axb, x0

X

El problema de la programacio lineal &s doncs un cas péatidel proble-
ma de la programacio no lineal en el que la funcid objedes restriccions
son funcions lineals.

Veiem un parell d’exemples:

Exemple 2.1. Trovar d’entre tots els rectangles de petre2p > 0, quinés el
gue te larea nés gran.

Solucd: Denotem petr: i y la base i 'alada del rectangle respectivament.
El conjunt factibleés

X ={(z,y) e R*|lz >0,y >0,z +y =p}

La funci6 objectiués
flz,y) =y
Lesrestriccionsson

r+y=p
x>0
y >0

El programa per resoldre el problema és

maxzy S.a r+y=2p
‘T’y
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Figura 2.1:
gue podem transformar en

max z(p — z)

i que té com soluci@ = y = g. Una extensi6 del problema consisteix en estudiar
I'impacte de variacions de aix6 s’anomenanalisi de sensibilitat

Exemple 2.2. Trovar d’entre tots els trianglesdsceles de p@&metre 2, quirés el
que te larea nés gran.

Solucb: Denotem pety la base del triangle i per les dues aristes d’igual
longitud, de manera qu: +y = 2. Recordem que l'area d’un triangle ve donada
per la meitat del producte de la base per I'alada. Hem de lealdoncs l'alada
d’'un triangle isdsceles de perimetre 2.

El conjunt factibleés

X ={(z,y) € |z >0,y > 0,20 +y = 2}

La funcio objectiués I'area del triangle,

i el programa a resoldre,

max 2 [a2 — (g)2 s.a2r+y =2
zy 2 2

que poden reformular com

y 12—y, Y, Yy
m;xxi\/(—) -(3) = max g 22-y)

ol

., 1
gue te com solucia@ = 3 U=
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Figura 2.2:

2.2 Tipus de maxims, el teorema de Weierstrass, i el
teorema local-global.

En el problema general de programacidé matematica exgiresg3), diem que
linstrumentx és unmaxim global(o solucid) si és factible i permet obtenir un
valor de la funci6 objectiu que mai és menor que el valor prea la funcid per
gualsevol altre instrument:

x"eX i FHF(x) VxeX

El maxim globalx* &€s unmaxim global estrictesi el valor de la funci6 ex* és
superior al valor de la funci6 en qualsevol altra punt:

F(x*) > F(x) vxeX, x#x"

Un maxim global estricte és naturalment Gnic, doncg*sii x* fossin maxims
globals diferents, aleshores aix6 voldria dir quex**) > F(x*) i tambéF (x*) >
F(x**), el que és contradictori.

Nota 2.1. Suposem quég és una fund den variables definitionida sobre un
conjuntS a ®" i que f(x) < f(c), Vx € S de manera que maximitzaf
sobreS. Aleshores—f(x) > —f(c), Vx € S. Aixi doncs,c maximitzaf
sobreS ssic minimitza— f sobreS. Podem utilitzar aquesta senzilla observaci
per convertir un problema de maximitzacen un problema de minimitz&ci
viceversa. Gaficament, i pel cas d’'una furiwif definitionida en una variable
aquesta observagies representa en la figura 2.2.

Nota 2.2. Un resultat senzill pero de considerable interes en ecoacsovint
s’enuncia de la sdgent manera:

Maximitzar una fun@ és equivalent a maximitzar una transform@aci
estrictament creixent d’aquesta fubci

Per exemple, suposem que volem trovar tots el pafelly) que maximitzen
f(z,y) sobre un conjuntS c R%. Aleshores, podem mirar de trovar aquells
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parells(z, y) que maximitzen sobig qualsevol de les ségnts funcions objectiu
alternatives:

af(z,y)+b, a>0 (2.2)
el @) (2.2)
In f(z,y) (2.3)

En el cas(2.3) s’ha de verificar quef(z,y) > 0 sobreS. Els punts mxims $n
exactament els mateixos. Naturalmentwforsmaxim $n diferents. Veiem un
exemple concret. El problema,

max e” 2V s a(z,y) € S
te la mateixa soludi per (z, y) que el problema
2 2 3
max z” + 2zy° — y° s.a(x,y) € S
perque la fund u — e* és estrictament creixent.

En general, és facil demostrar el resultat segiient:

Teorema 2.1.Sigui f(x) = f(x1,X2,...,X,) Una funcd definitionida sobre un
conjuntS C R", i sigui F' una funcd d’'una variable definitionida sobre el recor-
regut def. Definimg sobreS com:

g(x1,xa, ... x,) = F(f(x1,29,...,2,))
Aleshores,

(@) SiF és creixentic = (cy,c2,...,c,) maximitza (minimitza) sobreS,
aleshores: tamke maximitza (minimitza) sobres.

(b) SiF és estrictament creixent, aleshoremaximitza (minimitza)f sobreS
ssic maximitza (minimitzay sobres.

Demostradd. Oferim la prova pel cas de la maximitzaci6. L'argument enas
de minimitzacio és paral.lel.

(a) Donat quec maximitzaf sobreS, tenim quef(x) < f(c) Vx € S. Pero
aleshoresg(x) = F(f(x)) < F(f(c)) = g(c) Vx € S, perqueF és
creixent. Per tanc maximitzag sobresS.

(b) SiF és estrictament creixentfix) > f(c), aleshores ha de ser veritat que
g(x) =F(f(x)) > F(f(c)) = g(c). En consequencig(x) < g(c) Vx € S
implica quef(x) < f(c) vx € S.
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O

Encara que hem vist uns exemples on la solucio del programgei, aixo
no és sempre el cas. Per il.lustrar els problemes que padgin en I'existencia
de soluci6 en els programas d’optimitzacioé considereseglient exemple:

Exemple 2.3.(El recorregut noés afitat).
Solucionamax, z? s.az € R.

Aquest programa no te solucib perque donat qualsiélva R sempre podem
trovarz € R tal quex > M. El problema és doncs que el conjtr) = [0, co)
no és afitat superiorment.

Exemple 2.4.(El recorregutés afitat pero no te axim).
Solucionamax, x> s.az € (0,1).

Exemple 2.5.(El recorregut ncés afitat encara que el conjunt factibler ho sigui).
Solucionar

Losiz>0
max f(z) =< * " sarel0,1
x /(@) {0 siz =0. 0,1]

En aquest cas, donat qualsevwdl arbitrariament gran, sempre podem trobar

- : |
un x suficientment petit tal que es verifiqui que> M. Per tant, el recorregut no
T

és superiorment afitat i el problema no té solucio.

La questid pertinent &s doncs, sota quines condicionsrp@ssegurarque
el problema d’optimitzacio te soluci6?, o en altres plsuguines son lesondi-
cions suficientque garanteixen I'existeéncia de solucio6 al problema tifojpzacio?.
Laresposta és el teorema de Weierstrass que es presentaaacid. Notem que
el teorema de Weierstrass €s un teorema d’existencaagdiésns diu sota quines
condicions I'existencia de solucio esta garantida perens diu com podem tro-
bar la solucio6.

Teorema 2.2.Sigui X C R" un conjunt compacte i no buit, i sigui(x) una
funcié coninua enX aleshores'(x) te un naxim global i un nnim global be en
el interior del conjuntX, be a la seva frontera, en altres parauléls;, d € X tal

queF(d) < F(x) < F(c) Vo € X.

Demostradd. La prova es basa en que una funcié continua te una imatge com
pacte, és a dir, el conjuntde niumeros ré&(X) = {z € R"|z = F(x) per algunz €
X'} és compacte. Per definitionicio, tot conjunt compacteldeeros reals conté

la seva minima fita superior. Si denotem pé&raquesta fita superior minima de
F(X), aleshores existeix ur* € X que satisfal’(x*) = F*. Finalment, do-

nat queF (x)F(x*) Vx € X, el puntx* &s un maxim global. L'argument per
demostrar I'existencia d’'un minim és similar. O
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Figura 2.3: Solucions interiors i de cantonada en el casmeiasional.

La figura 2.3 il.lustra el teorema de Weierstrass pel caglimensional.

Hem d'insistir que el teorema dona condicions suficientgigtencia. aixo
vol dir que si es verifiquen les condicions segur que existelncio, pero a la
vegada, pot existir solucio a problemes que violin algumded condicions. Per
exemple el problema de maximitzar la fundigX) = z3 subjecte & < z1 te
una solucié a = 1 encara que el conjunt d’oportunitats no és compacte.

Definici6 2.1. El vector d’'instrumentg &s un naxim local siés factible i permet
obtenir un valor de la funé objectiu que maés menor que el valor que pren la
funcio per qualsevol altre instrument prou proper:

x"eX i FX)F(x) VxeXNN/(x")
on N.(x*) és un entorn d&* per une positiu arbitrariament petit.

Definicio 2.2. El maxim localx* &€s un naxim local estricte si el valor de la furtri
enx* &s superior al valor de la fundien qualsevol altra punt prou proper:

F(x*) > F(x) Vxe XNN(x), x#x"

Naturalment, poden haver altres maxims locals que pragarcinclus valors
superiors de la funcio objectiu. Per exemple en la partrsupeée la figura 2.3
tantx* comx** s6n maxims locals, or** €s maxim local estricte pero no maxim
global.

Un segon teorema fonamental de la programacié matem@sieteorema
local-global que dona condicions suficients per tal que un maxim localisig
maxim global.

Teorema 2.3.Si el conjunt d’oportunitatsy és convexe i no buit,#'(x) és una
funcio coninua i @®ncava enX, aleshores un @xim localés naxim global, i el
conjunt de punts en el que s’@kel naxim és convexe. Si a&s suposem que
F(x) és una fun@ estrictament@ncava, aleshores la soludcésunica.

Demostradd. Donat queX és convexe, qualsevol punt que es trovi entre dos
altres punts d& també pertany & (i per tant és factible).
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Figura 2.4: El teorema local-global.

Donat quer'(x) és estrictament concava, qualsevol corda que uneix dds pu
sobrel’(x) es trova per sota de la funci(x).

Siguix* un maxim local estricte. Considerem un punt factibiea la dreta de
x*. aquest punt no pot ser maxim perque conectant ambdos aontt una corda
ens permet obtenir punts factibles entre ambdos, digueri-tal que F'(x!) >
F(x?).

De forma paralela, per punts a I'esquerraxdigpodem fer el mateix argument.

En conseqiiéncia, un maxim local estricte ha d’esserd’'omaxim global es-
tricte. O

La figura 2.4 il.lustra aquesta situacio.

2.3 Geometria del problema.

En el cas unidimensional (n=1), el problema de la prograbnaeitematica es pot
il.lustrar geometricament dibuixant la variable instenty el conjunt d’oportuni-
tats, i els valors de la funcid objectiu com en les figuresi2.3. En el cas de
dues dimensions (n=2), el problema s’il.lustra represems dos instruments,

i o en els dos eixos, mostrant el conjunt d’oportunitats daeent, i indicant
la naturalesa de la funcib objectiu a travéscdebes de niveli la direccio de la
prefeencia

Definicid 2.3. Una corba de nivell de la fungiobjectiués el conjunt de punts en
I'espai Euclidi pel que el valor de la fun@iobjectiués constant:

{x € E"|F(x) = constant}

on diferentes constants donen lloc a diferentes corbes &I niEl conjunt de
corbes de nivell sSslanomena glapa de corbes de nivell

Definicio 2.4. La direccb de la prefeénciaés la direcod en la que el valor de la
funcio objectiu augmenta al ritme &s apid. Aquesta direc6ide la prefeencia
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Figura 2.5: Programacio classica: solucio de tangenci

Figura 2.6: Programacio no lineal: solucions interior cdatonada.

ve donada pel vector gradient de primeres derivades padalla funad objec-

tiu:
oFr ( oF oF 8_F

7 = (5 55,0 3, )

Geometricament, el problema de la programacié matematinsisteix en es-
collir un punt o un conjunt de punts en el conjunt d’oportatsitque assoleixin la
corba de nivell associada al valor més alt possible de leidurbjectiu.

La figura 2.5 il.lustra el problema de la programacio dZsson les corbes
de nivell de la funci6 objecti€’y, (kK = 1,2,3,...) augmenten en la direccid
mostrada per la direccid de la preferéncia, i el conjunpdttunitats és la corba
que passa ped’ i A. En el cas que s'il.lustra la funcié objectiu i la funcio de
restriccid sbn no lineals, el conjunt d’oportunitatcésvexe i el problema te una
solucio Gnica en el punt de tangen@Giaon la pendent de la corba de nivell iguala
a la pendent del conjunt d’oportunitats.

La figura 2.6 il.lustra dos possibles solucions del probldemprogramacié no
lineal. La solucib es pot trovar en un punt interior (I) o pet de cantonada (B).

Finalment, la figura 2.7 il.lustra dos possibles solucioglgpdoblema de pro-
gramacio lineal. La funci6 objectiu lineal dona lloc aloes de nivell lineals, i les
restriccions lineals de desigualtat i de no negativitaetdfoc al conjunt d’opor-

tunitats sombrejat. Donat que la funci6 objectiu és linea-(x) = c, la direcciod
X

de en la que s’assoleix el maxim valor de la funci6 méglapent €s la mateixa a
tot arreu. En conseqiiencia no podem tenir una solucediont la solucio es trova
be en un vertex (V) o al llarg de una part de la frontera dejwdrd’oportunitat
(BF).
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2.3 Geometria del problema.

Figura 2.7: Programacio lineal: solucions vertex i aldlde la frontera.



Capitol 3

La Programacio Classica.

El problema de la programacio classica és el d’escdBivalors de certes vari-
ables per tal de maximitzar o minimitzar una funcié donadajecte a un conjunt
de restriccions d’igualtat:

max F'(x) subjectea g(x)=Db (3.1)

T

0 escrit de forma extensiva

max F(xy,29,...,x,) subjectea
T1,22;..-9Tn

gl(lCl,.’EQ, . ,.Tn) = bl

92($17$27 s 7xn) - b2

Im(T1, 29, ... Tp) = by,
Lesn variableszy, z,, ..., z, son elsinstrumentgue els resumim en el vector
columnax. La funcioF'(-) és lafuncib objectiy lesm funcionsy, (+), g2(+), - . ., gm (")
son legestriccions que resumim en el vector columgé); finalment els parametres
bi,bs, ..., b, sON constants que resumim en el vector coluimna

Suposem que el nUmero d’'instruments el nimero de restriccions: son
finits i @ més,n > m. La diferencian — m €s el nUmero dgraus de llibertat
del problema. També suposem quertes 1 funcionsF'(-), g1(), g2(*), - - -, g (*)
estan donades, son continuament diferenciables, i feen cap element aleatori.
Finalment, suposem gueconté nimeros reals, i quepot ser qualsevol vector
real, subjecte solament a lesrestriccions.

Sin = m el problema es trivial. Per il.lustra-ho considerem eluseg exem-

C
ple: max, az? s.abxr = c. Aquest problema el poden reformular camx, a(8>2

gue naturalment al no dependrezdao pot prendre altre valor q&%)?

15
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Finalment, sin < m hi dues possibilitats. O be hi ha — n restriccions re-
dundants; o be les restriccions son inconsistents enule shanera que el conjunt
factible es buit. Veiem-ho.

Exemple 3.1.

maxar’ s.a br=-c

dz? = e

Les restriccions ens diuen que= g | tambke z = \/S’ de manera que poden

C (& . e,
passar dues coses; 0 bbe =\/g gue vol dir que una de les restriccio@s

redundant, o beg #+ \/S que vol dir que les restriccion®a incompatibles i en
consedjencia, el conjunt factible buit.

Geometricament, cada restriccio
gi(xy, o, ywp) =b;y i=1,2,....m

defineix un conjunt de punts en I'espai Euclidi, i la intersecci6 dels: conjunts
defineix el conjunt d’oportunitats,

X ={x € E"|g(x) = b}

El problema des d’el punt de vista geometric és doncs tromgount (o un
conjunt de punts) en el conjunt d’oportunitats que pernsstolr la més alta corba
de nivell de la funcié objectiu. Donat que la funci6é objecés continua i el
conjunt d’oportunitats és tancat, pel teorema de Wegsstsabem que existeix
una soluci6 si el conjunt d’oportunitats és, a més, afitatbuit.

3.1 Maximitzacio Lliure.

La maximitzacio lliure (sense restriccions) d’'una funobjectiu és un cas partic-
ular en el quen = 0.

Q) n=1.

Si per efectes d’exposicid considerem també 1, el problema que tenim
és escollir un nUmero realque maximitzi#'(x). En aquest problema, si
€s un maxim interior local, aleshores en un entorn de puntsAz, on Az
€s una variacio de arbitrariament petita, tenim que

F(z")F(x* + Ax) (3.2)
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Suposant que la funcib(-) ésC?, la funci6 de la dreta en I'expressio (3.2)
es pot expandir en una serie de Taylor al voltant del ptipier obtenir,

. N dE 1d*F :
F(z" + Az) = F(z") + %(x JAx + éw(:ﬂ + 0Ax)(Ax)”  (3.3)

on
0<6<l1.

Substituint (3.3) a (3.2), obtenim tesigualtat fonamental

dF 12F ,
%(x JAx + §w(:ﬁ + 0Ax)(Ax)*0 (3.4)

una desigualtat que s’ha de verificar per qualsevol varipetita en I'in-
strumentAz. Si Az és positiu la desigualtat fonamental implica, dividint
ambdos cantons péxz i prenen el limit quan\x s’aproxima a zero,

dF
— (2")0.
7 (@)

Pero siAx és negatiu, un raonament paral.lel ens diu

dF
dx
Aixi doncs, la desigualtat fonamental requereix comaoralicb necesaria
de primer ordreque la primera derivada s’anuli en el punt maxim local:

%(az*) =0 (3.5)

(x™)0.

Utilitzant la condici6é de primer ordre (3.5) en la desigaafonamental
(3.4) obtenim, donat que\x)? és sempre positiu, que:

d*F
Donat que (3.6) es verifica per tit:, i donat que la segona derivada la hem
suposat continua, urendicb necesaria de segon ordreequereix que la
segona derivada sigui no positiva en el punt maxim local:

d*’F

Tenim doncs que les expressions (3.5) i (3.7) son, rey@cént, les condi-
cions necessaries de primer i segon ordre implicades g@dsténcia d’'un
maxim local en el punt*.
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Lescondicions suficientger quezr* sigui un maxim local estricte sbn que
la primera derivada s’anuli i la segona derivada sigui estment negativa
en aquest punt; és a dir, les condicions

dF

%(:c*) =0
C;T];(:c*) <0 (3.8)

impliquen quer* és un maxim local estricte:
F(z*) > F(z* + Ax)

Per demostrar la suficiencia podem fer servir la desigutdteamental.
També de forma més directa, utilitzant el teorema delrvalig 1. Sigui
a=1x% b=a"+ Ax; i £ = 2" 4+ 0Ax, aleshores el teorema del valor mig

ens diu
dF
F(x*+ Az) — F(z*) = %(:c* + 0Az)(z" + Az — 2™)
dF
= %(:c* + 0Azx)Ax
de manera que
F(x*+ Az) = F(2") + %(x + 0Azx)(Ax) (3.9)
on
0<6d<1.

Donat quel’(x) és continuament diferenciable, si la seva primera desivad
és zero i estrictament decreixent'aaleshores, si considerem puntst Az
ala dreta de*, i.e. Ax > 0, necessariament ha de passar que

dF

— (2" +0Ax) <0

7 )
mentres que si considerem punts+ Ax a I'esquerra de*, i.e. Ax < 0,
necessariament ha de passar que

dF

%(:c* + 0Az) > 0.

Teorema del valor mig: gj = f(z) &s una funcio diferenciable en l'intervial, b], existeix
un punt € [a, b] tal que es verifica la igualtat

f) = fla) = f(E)(b—a)

Veure una interpretacio geometrica a Aleksandrov, Atll.epp.154-155.
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(ii)

Figura 3.1: Maximitzacio lliure en una variable.

En qualsevol cas doncs,

%(:p* + 0Ax)Ax <0 (3.10)

de manera que a partir de (3.9),
F(z" + Az) < F(z7") (3.11)

En termes grafics, aguesta solucio s'il.lustra a la figuta 3

En el puntz* la pendent de la corvA(z) és zero, i la pendent és decreix-
ent, de manera que satisfa (3.8) i en consequericizs un maxim local
estricte. Les mateixes condicions es satisfan en el pttt que també és
un maxim local estricte. En els punts® i *** la condicio de primer ordre
(pendent zero) es verifica, pero la condicio de segon owlesverifica. La
pendent és creixent  &** i constant ac***. El puntz** &s un minim local
estricte, i el puntt** és un punt especial d’inflexio tant la primera com la
segona derivades s’'anulen. Es clar a partir de I'obsesvdeir** que la
condicio de primer ordre (3.5) i la condicio de segon of8t&) encara que
necessaries, no son per elles mateixes suficients peteadtzar un maxim.

n>1

El cas d’'una funcio objectiu amb varios instruments es jaatar de forma
semblant. El problema és,

max F(xy,29,...,1,)
X1,22,--+,Tn

Teorema 3.1.Suposem qug(-) és diferenciable i que* € R™ &s un rdxim
o un mnim local def(-). Aleshores,

of(x)
oz,

=0, Vn.

x*
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3.1 Maximitzacio Lliure.

Demostradd. Suposant que existreix un maxim local en el pxint
F(x*)F(x* + hAx) (3.12)
gue en forma extensiva escribim

F(xy, 23, ... x0)F(x] + hAxy, x5 + hAxs, ..., x; + hAz,)
on h &€s un numero real arbitrariament petly; &s una variacio arbitraria
al voltant dex; j = 1,2,...,n;i Ax = (Ax,Axy,...,Az,) €s una
direccid enE™.

La funcio en la part dreta de I'expressio (3.12) es pot @rar com una
funcid deh i, utilitzant una expansié de Taylor al voltant del punt 0
obtenim

F 1 P
F(x*+hAx) = F(x*)+ hg—x(x*)AXJr §h2(AX)/g?(X* +60hAx)(AX)
(3.13)
on0 <@ <1lion g—i és el vector gradient%i% és el Hessia, és a dir
OF
&(X) - (g_;fl(x)v g_;f;(x)v SRR aam_F,;(X))
g%g(x 2 (x) . g2E(x)
aQ—F(x) B 8:‘32521 (x) ng(x) —agé;n (x)
Ox> 5 : .
() =) .. SR

Combinant (3.12) i (3.13) obtenim tesigualtat fonamental

oF 1 O*F

h&(x*)AX) + §h2(AX)/@(X* + 0hAx)(AXx)0

gue s’ha de verificar per totes les direcciaks i per tots el nUmeros posi-
tius petitsh. Dividint ambdos cantons péri prenent el limit quark — 0,
la desigualtat fonamental requereix com a condicio necessle primer
ordre que el vector gradient s’anuli en el punt maxim loical,

oF .
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Figura 3.2: Punt critic que no &s maxim ni minim local.

Figura 3.3: Corbes de nivell gz, z5) = 27 — 3.

Un maxim (minim) local necessariament ha de sepumt estacionaren el
gue totes les derivades parcials de primer ordre s’anulealtEes paraules,
un vectorx® € R" tal que el vector gradient s’anula s’anomemaent ciitic.
El teorema ens diu doncs que tot maxim o minim local és um @utic. La
implicacio contraria no és certa.

Considerem, per exemple, la fundi@r,, z») = 2? — 23 definida akr?. En el
origen es verificay f(0,0) = (0,0) de manera que l'origen de coordenades
€s un punt critic, pero no és ni maxim ni minim local diagta funcio.
Aquesta funcio s’il.lustra en les figura 3.2 i en la figura Seguents.

Per caracteritzar maxims i minims locals fie) de forma completa hem
d’examinar les condicions de segon ordre.

La desigualtat fonamental aleshores requereix com cdndietesaria de
segon ordre que el Hessia sigui definit negatiu o semidefagati en el
punt maxim local, és a dir

(AX),%(X*)(AX)O vV Ax.

Les condicions suficients per un maxim local estricte eruatg* son que
x* sigui un punt estacionari en el que el Hesssia sigui defegatiu, és a

2Diem que un Hessia és semidefinit negatiu si els menorsipéls impars son no positius i
els menors principals parells son no negatius. De la mat@anera un Hessia és definit negatiu
si els menors principals impars sén negatius i els menarsipels parells son positius.



22

3.1 Maximitzacio Lliure.

(iii)

dir les condicions

oF .
2 8—X<X ) =0
(AX)/%(X*)(AX) <0

impliquen quex* €s un maxim local estricte:

F(x*) > F(x" + Ax)

Si el Hessia és negatiu semidefinit pero no negatiu defioipodem dir que
x* s un maxim local. Considerem per exemple la fundié) = z*> amb

df(0)

domini . Aleshores,H f(0) &s negatiu semidefinit perque———= = 0,
X
perox* = 0 no &s ni maxim local ni minim local d’aquesta funcio.

n = 2.

Per il.lustrar el cas de la maximitzacio lliure, considerel cas de dues
dimensions, és a dir analitzem el problema

max F'(xq, z5)
1,22

Per tal de que un punt* = (z7, z3)’ sigui un maxim local, la condici6 de
primer ordre €s qug* sigui un punt estacionari:

OF , . oF .
8—:L’1<X)_0’ 8—1:2(X>_0

i la condicid necessaria de segon ordre és que el Hagsidefinit negatiu
o semidefinit negatiu en el punt maxim local. En termes de&lsars prin-
cipals del Hessia

PF
1
TE(x)  2E-(x)
Ox2 O0x10x
vy 102 0 (3.15)
8525;1< ) %Tg(x)

Per complertar I'analisi d’aquest cas, diem que un puricgsharix* €s un
minim local si

O*F
1
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Figura 3.4: Maxim, minim i punt de sella en dues dimensg®Tsse restriccions.

i es verifica (3.15). Diem que és un punt de sella si (3.15)wegifica.
Aquests tres casos S'il.lustren a la figura 3.4 en la que atyra@ines de la
part superior mostren els tres casos directament, i elsatiags inferiors
mostren corbes de nivell i direccions de preferéncia. Mogele un punt
de sella representa un mimin des de la direagi® un maxim des de la
direccidx,.

3.2 Maximitzacio amb Restriccions d’lgualtat.

Fins ara hem examinat el problema de la maximitzacio lldivea funcio objec-
tiu. Ara abordarem el problema de la maximitzacio d’unacfarobjectiu sub-
jecte a restriccions d’igualtat. BEetode dels multiplicadors de Lagrangerque
suposa una aproximacio basica a tots els metodes deucésalels problemes
d’optimitzacio, pero també perque proporciona inforiaa@luosa sobre la sen-
sibilitat del valor optim de la funci6é objectiu devant deneis en les constants de
restriccio, sensibilitat que te importants interpretasieconomiques.

) n=2 m=1.

Per introduir el metode dels multiplicadors de Lagrangmsaerem el
problema

max F'(ry,r) subjecte a g(xy,x2) =Db. (3.17)

x1,T2
Suposem que existeix un maxim loecal = (z7, z%)" i que en aquest punt
una de les derivades parcials de la funcio de restriccieshnula. Sense
perdua de generalitat, considerem, doncs

9y

a—xz(X*) # 0

Donat aquest suposit, la diferencial total

_ 9y dg ,
dg = a—xldlCl + a—xQdZCQ =0
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es pot escriure, en un entornxfecom

99

d[[’g o1
— == 3.18
d[[’l ;—9692 ( )

de manera que podem expressacom funcio dery,

9g
dh Do
Ty = h(l‘l), on d—{[l = —?xg; (319)

Ara podem escriure el problema original (3.17) com un prolalde maxim-
itzacio lliure en la variable;

max H(z,) = F(xy, h(xy)).

1

Aplicant els resultats de la seccio anterior, sabem quecondicio de
primer ordre per un maxim local és

dH OF 9F dh

il 3.20
d[[’l 81‘1 81‘2 d[[’l 0 ( )
Utilitzant (3.19) podem rescriure (3.20) com
dH OF OF 3%
dl’l n 8:61 8372 ;—3392
OF
_OF _om 99 _ (3.21)

N 61‘1 5—52 61‘1
A partir d’aqui podem seguir dos camins diferents pero exjeits:

e Definim una variable

OF
_ Oz
Y= g
Oxa
de manera que podem rescriure (3.21) com
OF dg
— —y=—=0 3.22
8l‘1 y(?xl ( )
e A partir de (3.21) podem escriure,
OF 99
Gz _ Oo (3.23)

OF dg

Oxa Oxa2
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Figura 3.5: Maximitzacio restringida pel cas de dues Wéemi una restriccio.

Aquesta solucio en termes geometrics es mostra a la figbra 3

Cada corba de nivell d& pren la formaF'(z;,z2) = K on K és una
constant, de manera que a partir de la diferencial total

OF oF
dF = —d —dxy =0
61‘1 o1t 61‘2 2
derivem que la pendent de la corba de nivell és
dry)  OF/0x

deilx _8F/8x2
Ara be, a partir de (3.18), la pendent de la funcio de restries
restr n 3g/8x2

Per tant, la condicio de primer ordre (3.23) per caradariin maxim,
implica la solucio de tangencia en la que la pendent de lbacde
nivell de la funcio objectiu iguala a la pendent de la resta,

dl‘g

day

kkkkkkhkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkkkkkkkkk

dr,

dl’l

. d[[’g

K dl’l restr

Una aproximacio6 diferent al problema és la segient. iajee les
condicions necessaries (3.22) més la restriccib aalgis poden obtenir
com les condicions per caracteritzar un punt estacionda fiecio

L(zy,x9,y) = F(x1,22) + y(b — g(z1,22))
és a dir, les condicions
oL _9oF 09 _
8.’,13']‘ - 8.’,13']‘ yaﬂf] -
oL _
oy N

0 Vj=12 (3.24)

b—g(r1,m9) =0 (3.25)
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3.2 Maximitzacib amb Restriccions d’lgualtat.

Notem que (3.24) és la generalitzacio de (3.22). La végigl’anom-
ena “multiplicador de Lagrange”, i la funcib(-,-,-) &s la “funcid
lagrangiana’o “lagrangia”.

Exemple 3.2.Solucionar el segent programa:

2
max F(zy, 5) = aSah S-aszSUz' =m

T1,T2 1
1=

Solucionarem el problema per dues vies

(a) Calculem la pendent d€(x1, z5) i la igualem a la pendent de la

funci6 que defineix la restriccio.:
OF
Oz1
OF
F Oxo
Y
Bagay !
QAT

By

_hn

g D2

dr,
dl’l

dr,
dl’l

Aixi doncs podem identificar un par€it,, z,) que verifiqui
otz _ P
BTy po
de manera que tenim un sistema
apaTy — Bp1Ty =0

P12 + Paxa =M

gue te com solucid

= am
"o+ B)p

X —7ﬁm
? _(04 + B)p2

(b) Métode dels multiplicadors de Lagrange: Formulem tecia la-
grangiana com:

L(w1, x2) = 2§75 + y(m — p1z1 — paa)
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Aplicant les condicions (3.22), obtenim

oL

o =ax{ 2y —ypy =0

oL . 4

O =By —ypy =0

0L

5y~ T T~ pata = 0
Y

La solucib d’aquest sistema és

= am
' (a+B)m
T _76771
’ (o + B)ps

aaﬁﬁm(c“‘hﬁ* 1)

y =
pipy (a4 B)ets=D

(i) El cas general.
El problema general de la programacio classica

max F'(x) subjectea g(x)=Db (3.26)

es pot tractar de forma paralela. Aplicant el metode detiplidador

de Lagrange, el primer pas que hem de fer &s introduir urovéta
dem noves variables

y= (Y192, Ym)

denominadesultiplicadors de LagrangeEl segon pas és definir el
lagrangia com la suma de la funcio objectiu i del producte intern del
vector fila de multiplicadors de Lagrange i el vector columna re-
sulta de la diferencia entre els vectors de constants i téce@ens:

L(x,y) = F(x) +y(b — g(x))
gue escrit de forma extensiva

L(zy,Tay .o T Y1, Y2y - - s Ym) =F (21, T2y .o T0)+
yi(bi - gi($173727 .- 7%))
-1

2
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El pas final &s trovar el purik*, y*) pel que les derivades parcials de
primer ordre del lagrangia s’anul.len:

8_X(X’y)_8_x(x) yﬁ—x(x)—O
Oy ) =b—g(x) =0 (3.27)

El primer conjunt de: condicions ens diu que el vector gradient de la
funcid objectiu ha d’igualarse amb el producte del vectonulltipli-
cadors de Lagrange i el Jacobia de les restriccions,

OF dg
— ) =y = (x" 3.28
() =y () (3.28)
0 escrit en forma extensiva
—(x],25,...,27) = = (x], 5, ..., xn); 1 =1,2, ...
8%— (:E17x27 ,{En) Zzlyz 81’] (:ElaxQ) ,fl'n)7 J ) &y ,
Lesm condicions restants son simplement les restriccions
b = g(x¥) (3.29)
Resolent el sistema de + n equacions en (3.27) ens dona la solucio
per lesm + n incognites: els instruments* = (z5,23,...,2%) i
el multiplicadors de Lagrangg® = (v5,vs, - .., y,). Suposant certes

condicions de segon ordre (que veurem a continuacio) stisiments
x* son una solucio6 local al problema de la programacicsitas Aixo
és facil de comprendre a partir de I'observacio de quedssicions
estan satisfetes (com ens diu (3.29)) i els instrumeras esicollits per
tal de maximitzar un lagrangia, que, en el p(it, y*) és simplement
el valor de la funci6 objectiu

L(x*,y") = F(x") (3.30)
donat que les restriccions estan satisfetes.

Formalment, poden enunciar el segiient resultat:

Teorema 3.2. Suposem que la furiiobjectiu i les restriccions del prob-
lema(3.26)son diferenciables i que* € C' és un nxim local restringit.
Suposem tangbque la matriuM/ x N

9g1(z*) 9g1(z*)
o1 T oxr N
9gn (z*) Ognr(x*)

o1 o oxr N
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Figura 3.6: Il.lustracio del teorema en el cas d’'una resibi

te rang M3 (Aix6 s’anomenda qualificacio de les restriccionsliu que
les restriccions 8n linealment independentsad.) Aleshores existeixen
nimerosy,, € R, un per cada restric@, tal que

M

of(x*) OGm (x*) B
_mz:%ym o per cadan=1,...,N,

oz, n

Aquesteg,,, son nimeros reals positius o negatius i es denomimenrtipli-
cadors de Lagrange

El teorema ens diu que evaluat en el maxim local restringitel gradi-
ent de la funcid objectiu és una combinacio lineal de&lgmts de les re-
striccions. Graficament, aix6 vol dir que el vector gradlide la funcido
objectiu ha d’estar contingut en el conus format pels gradide les fun-
cions de restriccio. Si el gradient de la funci6 objectiuastigues en aquest
conus voldria dir que podriem augmentar el valor de la foobijectiu sense
deixar de satisfer les restriccions, el que seria contradiamb el suposit
de quer* &s un maxim local restringit.

Per visualitzar el contingut del teorema considerem unlproa de maxim-
itzaci6 amb dos instruments i una sola restriccio:

max f(z1,22) s.a. g(z1,22) =a
(z1,22)ER2

Siguiz* = (7, z3) una soluci6 al problema. En la figura 3.6 hem dibuxat
la restriccio6 i la corva de nivell de la funci6é objectfuper el valorf(z*).
Notem que els gradierftsD f(z*) i Dg(x*) sbn ortogonals a la corba de
nivell de f i a la restriccib respectivament. En aquest cas el teoremdia

Df(z*) = yDg(z") (3.31)

3El rang d’'una matriuA és el nimero de files (columnes) linealment independé&mtsaltres
paraules, és I'ordre del major menor no nul, o de forma edent, €s el minim numero de files
(columnes) que permeten produr totes les files (columne&)aben combinacions lineals.

“Per tal de facilitar la notacio, considerdny (z*) = % i Dg(z*) = %
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Figura 3.7: Un exemple en el que no es verifica la qualificdeites restriccions.

Perqué? En primer lloc hem de’observar que la condic&l{dmplica que
Df(z*) ha de ser ortogonal a la restriccio. Aix0 es aixi pergugx*)
sempre &s ortogonal a la restriccio, de maneralgfiec*) = yDg(z*) nec-
essariament també ho de ser. Ara be, per Qiiér*) ha de ser ortogonal

a la restriccio? Suposem que no ho fos. Aleshores podéenmfdesplaa-
ment a una distancia petitax al llarg de la restriccido de manera que encara
es verifiqued f(z*) A x > 0; en altres paraules, encara seria possible aug-
mentar el valor de la funci6 objectiu tot verificant la rastid, el que seria
contradictori amb el suposit de qué = (x7, z3) sigui una solucio al prob-
lema.

Verifiqguem que la qualificacio de les restriccions és ipdissable per que
el problema d’optimitzacio tingui solucié amb el segtiexemple:

Exemple 3.3.Solucionar

max CiTi; — CoXy S.A. 1%+ Ao = b
(z1,m2)ER2

Tant la restriccid com les corbes de nivel de la funcio6 diajeson funcions
lineals que representen en la figura 3.7

El vector gradient de la restriccio &% que és ortogonal a la restricci6. El
vector gradient de la funcid objectiu &5 que és ortogonal a les corbes
de nivell. En la figura 3.7 podem veure que no existeix solafitada i els
vectorsDg i Df son linealment independents en tot punt de la recta que
representa la restriccio (que és el conjunt factible): tBvet no hi ha cap
punt que verifiqui les condicions de primer ordre.

En termes del teorema, donat que no es satisfa la qualdickcies re-
striccions, no ha de ser possible trovar un nUmegoe permeti escriure el
gradient de la funci6 objectiu com producte del gradientadeestriccio i
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Figura 3.8: Un exemple en el que es verifica la qualificacitedeestriccions.

d’aquest multiplicador de Lagrange. Veiem-ho:

max L(z1,xa,y) =121 — c2x2 + y(b — a1y — agxs)

x1,22,Y
oL
- :Cl — aly = O (332)
8.’171
oL
—=—c—ay =20 (3.33)
81‘2
oL
— =b— 11 — ATy = 0
Iy
A partir de (3.32) and (3.33) obtenim
Y ~2 >0
ay
Y I
p)

una contradiccio.
Exemple 3.4.Si el programa fos

max C1Z1+ coxo S.A. a1T1+asrs = b
(z1,22)ER?

aleshores la situacio estaria representada en la figurdad@sBels punts del
conjunt factible son solucio del programa, i verifiquea t®ndicions de
primer ordre perqud®gq i D f son linealment dependents.

Si resolvem el lagrangia obtenim

max L(xy,To,y) =c121 + coxs + y(b — a1z — asxs)

x1,22,Y
oL
O e —ay=0 (3.34)
8:61
L
O =0 (3.35)
(’32@2
L
0 =b— 11 — ATy = 0 (336)

By
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3.3 La interpretacio dels multiplicadors de Lagrange.

A partir de (3.34) i (3.35) obtenim

aq Qo
p— y e —
C1 Co
d’on obtenim
C1Q2
a) = —
Co

gue substitut a (3.36) dona,

b C1
To = — — —XT1
a9 Co
gue és I'expressio de la restriccid. En altres paraldesplucio del sistema
de condicions de primer ordre ens diu que hi ha una corba @4 di la
funcid objectiu que es solapa amb la restriccio del problg per tant tenim
un continuu de solucions.

Les condicions necessaries de segon ordre ens diuen gaéria de segones
derivades (Hessia) del lagrangia en respecte als institam

9L 9%L 9%L
32T§<X) 8%128@ (x) ... —axalzm" (x)
L L L
62L (X) . Ox20x1 (X) Tw%(x) Tt Qxedxy (X)
Ox2 - . . . .
L) EE() .. Pk
Oxn 01 OxnOz2 to 82

evaluada en el punt maxim lodat*, y*) ha de ser definida negativa o semi-
definida negativa quan esta subjecte aiesondicions,

_0g

(8")dx =0

Si aguest Hessia és definit negatiu subjecte a aquestdEitoTs, aleshores
les condicions de primer ordre (3.28) i (3.29) son suficiger caracteritzar
un maxim local.

3.3 Lainterpretacio dels multiplicadors de Lagrange.

La solucio del problema de la programacio classica ena @@ solament un vec-
tor d'instrumentgx*) que maximitzen la funcio objectiu, sino també un vector de
multiplicadors de Lagranggy*) associats a aquells instruments. Quina informa-
cio conté aquest vector de multiplicadors de Lagrange?.
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Proposicio 3.1. Els multiplicadors de Lagrange evaluats a la soluproporcio-
nen una mesura de la sensibilitat del valoptim de la fund objectiu F* =
F(x*) a variacions en les constants de restrizbi és a dir,

_ OF"
~ 0b

*

y

(3.37)

0 en forma extensiva

_or
yi_ 8bi7

Demostradd. La demostracio6 te dues parts:

i=1,2,...,m.

e Per demostrar (3.37) primer hem de demostrar que sidéss considerem
variables, aleshores és possible resoldrerigs les y's com funcions de
lesb’'s. Per fer aix6 considerem les condicions de primer or@r27) que
podem escriure com

Ul(b,y,x)=b—g(x)=0
b,y x) = 0 (x) ~y 22 (x)

un sistema den + n equacions 2m + n variables(b, y, x). Utilitzant el
teorema de la funcio implicitaoodem resoldre el sistema de+ n condi-
cions de primer ordre pels instruments i els multiplicadier§agrange com
funcions de les constrans

e Considerem ara el Lagrangia expressat en funcio de lestasb :
L(b) = F(x(b)) + y(b)[b — g(x(b))]

Diferenciant en respectetaobtenim,

oL _9Fox 3_g3_x+( B ())ﬁ_y'+
ob  0x0ob " oxob 8X) o Y
OF og. ,0x , 0y’

= (&—ya—x)(%)jL(b—g(X))%—l—y

>Teorema de la funcio implicita: $i(z, y) €sC* en un conjunt4, (o, yo) €s un punt interior

de A, F(zo,y0) = ci Fy(zo,y0) # 0, aleshoresd”(z,y) = ¢ defineixy com unaC* —funci6 de
x,y = (x), en un entorn déxo, yo), i % = f% El teorema general de la funcio implicita
5 (x,

per sistemes d’equacions es trova a Berck i Sydsaeter p.21.
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Evaluat a la soluciéx*, y*), els primers dos termes s’anulen donades les condi-
cions de primer ordre (3.27), de manera que la variacit ¢ageangia s’iguala

al vector de multiplicadors de Lagrange. Pero evaluat allaciy el valor del
lagrangia és el valor optim de la funcid objectiu (3.38ii doncs,

b YT ey T Y

O

Per tant el metode dels multiplicadors de Lagrange, a reésotlicionar el
problema de la programacio classica, també ens prapw@aina analisi de sensi-
bilitat, mostrant en els valors dels multiplicadors de laangye quan sensible és el
valor optim de la funcid objectiu a variacions en les cantt de restriccio. Per
exemple, si un multiplicador de Lagrange qualsevol ésligugero evaluat a la
solucio, aleshores variacions petites en la correspamrdtant de restriccid no
afectarien el valor optim de la funcié objectiu, en altpesaules, evaluada a la
solucio la corresponent restriccio no és operativa.

Els multiplicadors de Lagrange tenen una especial i impoitderpretacio
en problemes economics. En problemes d’assignaci6 deses en els que la
funci6 objectiu te les dimensions d’un valor, (e.g. bengfimgressos, costos) i
les restriccions especifiquen un valor donat per una cedatat (e.g. input),
aleshores el multiplicador de Lagrange medeix la sentibidiun valor a varia-
cions en una quantitat i per tant representa un preu, savamanapreu sombra
(del input).



Capitol 4

Programacio No Lineal.

El problema de Igprogramacb no lineal és el d’escollir valors no negatius de
certes variables per tal de maximitzar o minimitzar una ifudjectiu donada,
subjecte a un conjunt de restriccions expressades comuddisity. Es a dir, el
problema és

max F'(x) subjectea g(x)<b, x>0 (4.1)

X

0 escrit en forma extensiva

max F(zy,2z9,...,2,) S.a
T1,22;..-Tn

gl(xlax% s 7xn) S bl

gz(lCl,.’EQ, Ce ,.Tn) S bg

gm(xlax%"'axn) S bm
1 2>20,202>0,...,2, > 0.

Lesn variableszy, xo, . .., x,, SOn elsinstrumentsque poden escriure de forma
compacte en un vector columrala funcio F'(-) és lafuncib objectiy i lesm fun-
cionsg (+), ga(+), - - -, gm(+) SONles funcions de restricoique escribim de forma
compacte en un vector columgé). Les constantg;, b, . . ., b, sSon lesconstant
de restriccod, que de forma compacte resumim en un vector columr&uposem
quem i n son finits; que lesn + 1 funcionsF(-), g1(+), g2(+), ..., gm(-) €stan
donades, son continuament diferenciables, i no conteaprelement aleatori;
suposem també que consisteix en un vector de nUmeros reals i gyt ser
gualsevol vector real, subjecte solament ates n restriccions de (4.1).

Abans d’entrar en I'analisi del problema de la programaw’lineal, val la
pena fer alguns comentaris.

35
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(i) Noimposem cap restriccio sobre els tamanys relatius de, a diferencia
del suposit sobre graus de llibertat en la programaeiésita.

(i) La direcci6 de la desigualtdt<) en les restriccions és solament una con-
vencid. Per exemple, la desigualtat — 2z, > 7 es pot convertir en la
desigualtat inversa multiplicant petl, el que donalloc a1 + 2z, < —7.

(iii) Una restricci6 d’igualtat, per exemple; + 8z, = 12 es pot substituir per
dues restriccions de desigualigt+ 8x, < 121 —x3 — 84 < —12.

(iv) Les restriccions de no negativitat sobre els instruim@o son restrictives.
Si una variable particular, diguem-ne fos lliure (i.e. pogues ser positiva,
negativa, o zero), aleshores la podriem substituir perféaehcia entre dues
variables no negativesy = x, — x4, 0Nx, > 0i x4 > 0, i el problema es
podria rescriure en termes d’aquestes variables.

En conseqiiencia, el problema de la programaci6 ck&g8id) pot considerar-se
com un cas particular de la programaci6 no lineal en el qulei ha restriccions
de no negativitat i en el que les restriccions de desiguptiden combinarse de
manera que formin restriccions d’igualtat.

En termes geometrics, cada una de les restriccions de abiviey

z; >0, j=12,....n

defineix un semi-espai de valors no negatius. La intersateitots aquest semi-
espais égortant no negatiy un subconjut del espai Euclidi n-dimensional. Per
exemple, enk? l'ortant no negatiu és el quadrant no negatiu, és a diriehqar
guadrant més les seccions apropiades d’ambdos eixos.

Cada una de les restriccions de desigualtat

gi(z1, 29, ... ) < b, i=1,2,....m

també defineix un conjunt de punts en I'espai Euclidi n-disienal. La intersec-
ci6 d’aquestsn conjunts amb I'ortant no negatiu @sconjunt d’oportunitats

X ={xe E"g(x)<b, x>0}

Geometricament doncs, el problema de la programacionealliés trovar un
punt o un conjunt de punts en el conjunt d’oportunitats quenpé assolir la
corba de nivell més alta de la funci6 objectiu. Donat gyaosem que la funcio
objectiu és continua i el conjunt d’oportunitats tanehteorema de Weierstrass
ens diu que existeix una solucio (maxim global) si el cahgioportunitats és a
més afitat i no buit. Tal solucid pot trovar-se sobre la feoa o en el interior del
conjunt d’oportunitats com s’ilustra en la figura 6.
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Els suposits de convexitat juguen un paper important epreldemes de pro-
gramacio no lineal. A partir del teorema local-global, uéwim local de la funcid
objectiu en (o sobre la frontera del) el conjunt factibleuasmaxim global i el
conjunt de punts en el que un maxim global apareix és canseguposem que
les funcions de restriccié sobn convexes i la funcio deés concava. Aquest
cas també es coneix copnogramacéd concava Si a més suposem que la funcioé
objectiu és estrictament concava, aleshores la so&giica.

4.1 Elcas de restriccions de no negativitat solament
(m = 0).

Quan el problema de maximitzacib no presenta restricaderesigualtaty = 0,
el problema basic (4.1) es redueix a un problema de maxagiézl’'una funcio
escollint valors no negatius del instruments:

max F'(x) subjectea x>0 (4.2)
Una manera d’abordar aquest problema és la tecnicazathit en la soluci6 del
problema de la programacio classica sense restricc&msg, dir I'expansio de
Taylor. Suposant que existex un maxim local per (4.8) aleshores per tots els
punts en un entorr* + Ax

F(x*) > F(x" + hAx), (4.3)

on Ax representa una direcci@&’ i h €s un numero arbitrariament petit i positiu.
Suposant qué’(x) és dues vegades continuament diferenciable, la funciél en
canto dret de (4.3) es pot expandir com una serie de Taylait@nt dex* com

2

F 1 F
F(x* 4+ hAx) = F(x*) + ha—(x*)AX + §h2(Ax)’a

on0 <6< 1.

Combinant les darreres dues equacions obtenuheségualtat fonamental

oF , , 15 JO°F

que és una condicid necessaria per un maxim local. &i x* &s una solucibé
interior, i.e. x* > 0, aleshores la desigualtat fonamental s’ha de verificar per
qualsevol direccid\x de manera que obtenim la mateixa condicibé de primer ordre
que en la programacio6 classica, és a dir 'anulaci6 testtes derivades parcials
de primer ordre. Suposem pero que per un dels instrunénrts). Suposant que
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totes les altres variacions son iguals a zero, la desajiattamental (4.4) implica
que, donatr} = 0 la Gnica direccio factible és aquella per la giie; > 0 :
(dividint perh i prenent elimy, g,

oF ,
La desigualtat fonamental requereix aleshores que comdiaiore primer or-

dre:
OF

aSUj
Per tant mentres que la primera derivada en respecteacessariament es can-
cela quan la solucio és interi¢r; > 0) en solucions de cantonada; = 0) la
primera derivada necessariament &s no positiva. Donab tpeda derivada s’an-
ula (en una soluci6 interior) o be I'instrument pren valere(en una solucio de
cantonada), el producte d’'ambdos sempre es zero:

OF
8.’,13']‘

Considerant ara les dimensions del problema podem escriure

&(x )x —Z(?xj<x )a; = 0.

(x) <0 si xi=0.

(x*)xr =0. (4.5)

J

Aquesta condicio Unica sobre I'anulacié de la suma datslyctes implica, de
fet, que cada terme da la suma s’anula (i.e. implica (4.5cpda;) donada la
restriccid de no negativitat dels instruments i que lespres derivades parcials
sbn no positives. Per tant, un maxim locat’aesta caracteritzat per |8s + 1
condicions de primer ordre:
oF , ,
ox (")

*

X

IN

0
0 (4.6)

v

oF
ox
Aquestes condicions impliquen els resultats que hem meatadbans: cada deriva-
da parcial de primer ordre es cancela si I'instrument cpoeent és positiu, i €s
no positiu si I'instrument és zero
oF
oF

(x")x* =0

(x")z; =0 si x>0
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Les posibles solucions alternatives al problema pel camensional es mostren
a la figura 4.1: una soluci6 interior en la que la pendent deriai6 és zero, una
solucid de cantonada en la que la pendent de la funcio6 tilbjeg negativa, o0 una
solucio de cantonada en la que la pendent és zero.

4.2 Les condicions de Kuhn-Tucker.

e El problema general de la programacio no lineal

max F'(x) subjectea g(x)<b, x>0 4.7)

X

es pot analitzar utilitzant els resultats de la secciorantd_es restriccions
de desigualtat es poden convertir en restriccions d’igtiafagint un vector
dem “variables de folganca’(slack variables):

s=b—g(x)=(s1,52,..-,5m),

de manera que el problema es pot rescriure

max F'(x) subjectea g(x)+s=b, x>0, s>0 (4.8)

X,S

on la no negativitat de les variables de folganca asseguréeg restriccions
de desigualtat es verifiquen. Si (4.8) no continguesidesn restriccions de
no negativitat, aleshores recuperariem el problema da@magi6 classica
pel que el lagrangia seria

L'(z,y,s) = F(x) +y(b—g(x) —s)

ony = (y1,¥2,---,Ym) €S un vector de multiplicadors de Lagrange, com
en la seccib anterior.

Les condicions necessaries de primer ordre s’obtindndgemnes d’'igualar

a zero les derivades parcials feen respect&, y i s. Ara be, donada la no
negativitat dex i s, les condicions sobre les primeres derivades en respecte
a lesm + n variables les substituim per les condicions obtingudesaen |
seccio anterior. Aixi doncs, les condicions de primeregkr caracteritzar
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F Soluci6 interior F Solucié de cantor
A A
dF _dF <0
—(dx x¥)=0 dx
: F(x)
: F(x)
0 ~ ‘> = » .
x*=0
V\ y V\
F
dF ( Solucié de cantonad
$ dx X =0

Figura 4.1: Tres possibles solucions al problema unidimeas de la maxim-
itzaci6 d’una funci6 objectiu restringida a valors no atgs de I'instrument.
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un maxim local de (4.8) son:

oL OF g

ox :8—X_yax_0
oL’ or og
axx <8X 8x> =0

x>0
oL’
Dy =b—-g(x)—s=0 (4.9)
oL’

— —y <

0s ys0
aaLSs:—ys:O

s>0

on totes les variables, funcions i derivades estan ewahmat, y*, s*. Si
eliminem el vector de variables de folgargaubstituint-lo peb — g(x)
obtenim lescondicions de Kuhn-Tucker

OF g
<
(8}( 8x> =0
OF g
<6X y8X>X =0
x>0 (4.10)
b—-g(x)>0
y(b—g(x))=0
y=>0

on totes les variables, funcions i derivades estan exahusat, y*.

e Aquestes mateixes condicions resulten si definim el lagagre) problema
original (4.7) com:

L=L(x,y) = F(x) +y(b - g(x)),

lalternativament podem escriure el lagrangia del problesnal (x,y) = F(x)—y(g(x)—b)
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Les condicions de Kuhn-Tucker ara sbn

oL OF og
e * ¥ 2 ¥\ ¥ O * <
8X(X’y) 8X<X) y8x<x)_0
Sy = (o) =y () )x = 0
x>0 (4.11)
g—’;<x*,y*> —b—g(x*) >0

y@(x,y)—Y(b g(x’) =0

y >0

Aquestes condicions sbn necessaries i suficients peraximmlocal (es-

tricte) si la funcid objectiu és (estrictament) concawes funcions de re-
striccido son convexes, suposant que es verifiguen unesaandicions so-
bre “qualificacio de les restriccions”’que introduiremswmdavant. Per tal
de millor comprendre el significat de les condicions de Kiloker podem

expresar (4.10) de forma extensiva,

L F &
oL _ 9 Zyza_ggo i=12...n (412

(’3—:@ Or; = 6% T
" oL "JOF & Oy
oL - _ or Y )z; = 0 (4.13)
;&Ej I jl(ax]— ; 6:Ej> ’
>0, j=12....n (4.14)
oL
- =b—g()>0, i=12,...,m (4.15)
TLOL &
S 2L = S i - ) = (316
i=1 ¢ i=1
g >0, i=1,2,....m (4.17)

on totes les variables, funcions i derivades estan evatiack*, y*).

Per entendre aquestes condicions tant importants, notepmireer lloc que totes
les restriccions de no negativitat i les restriccions degiedtat del problema
original de programacio no lineal apareixen a (4.14) i $#respectivament. En
segon lloc notem que donat el signe de les restriccions 2)(44.14), cada terme
de la sumade (4.13) ha de ser zero, de manera que

OF ~, 99
Ox; / yza:c»

i=1 J

Be =0 obez; =0 (0 ambdbd$ j=1,2,...,n
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és a dir, be la condicid marginal es verifica amb igualtdnhstrument es fa zero,
0 ambdos. Aixi:

OF <~ 0 -
- _ yi—ggo, pero=0 si z; >0
COF & Oy
©>0, pero=0 si —— — Y y=— <0 4.18
xj =0 P 8.’,13']‘ ;y aSUj ( )
j=12...,n

De forma semblant, notem que donat el signe de les resing@o(4.15) i
(4.17), cada terme de la suma de (4.16) ha de ser zero, dearpresr

Be y;, =0 0 be ¢g;(x*) =b, (0 ambdd$ i =1,2,...,m

és a dir, be el multiplicador de Lagrange es fa zero, o laicegi de desigualtat
es satisfa com igualtat estricta, 6 ambdos. Aixi:

gi(z*) < b, pero=1b; si y; >0
y: >0, pero=0 si g(z*) < b (4.19)

1=1,2,...,m

Les condicions (4.18) i (4.19) s’'anomermndicions de folganca complemana
(complementary slackness conditions) i sbn una manegenativa de represen-
tar les condicions de Kuhn-Tucker. Finalment, com en el eakgrogramacio
classica, el lagrangia evaluat a la soluci6 és simpigmlesalor optim de la funci6é
objectiu:

L(x",y") = F(x") +y" (b — g(x")) = F(x")

donat que per (4.16¥*(b — g(x*)) = 0.

LA INTERPRETACIO GEOMETRICA de les condicions de Kuhn-Teck
requereix que utilitzem la versio original de les variglie folganca (4.9) i afagim
un segon vector-dimensional no negatiu de variables de folganca,

0 oF
E_—:(T1’r2,..-,rn)20

r:y(?x ox
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Les condicions ara les podem expressar com

g—i—yg—i+rzo
rx =0

r>0, x>0
b—g(x)—s=0
ys=10

s>0, y>0

on totes les variables, funcions i derivades estan evaluaick*, y*, r*, s*). Lano
negativitat de les variables de folganca assegura quetelaions de desigualtat
adequades es verifiquen. El primer grupxdspndicions el podem escriure com

F
) =y ) 4w ()
on| representa la matriu identitat. Geometricament, agsestadicions ens di-
uen que a la solucia*, el gradient de la funcio objectiu%ﬁ{) ha de ser una
combinacio ponderada dels gradients de les hipersupexfita les restriccions,
on els gradients de les restriccions de desigualtat sditdsslel Jacobia%), els
gradients de les restriccions de no negativitat son lesdig negatiu de la matriu
identitat,-1, i les ponderacions son els vectors de multiplicadors dgdrage no
negatiusy*, i les variables de folganca. Geometricament, aleshores, en una
soluci6 de cantonada la direccid de preferencia ha derseicombinacio6 lineal
no negativa de les normals a la superficie que apunten caafoel punt en
guestio. Aquestes normals son els vectors ortoganais 0 i y(b — g(x)) = 0.

Per clarificar una mica aquesta construccio, considefeXHMPLE de pro-
gramacio no lineal seguent:

max F'(zq,z3) = —8xf - 10x§ 4+ 12x129 — 5021 + 8025

1,02
s.a
1+ 29 <1
823 4+ x5 < 2
120, 2220
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on donat que la funcib objectiu &s estrictament concées funcions de restric-
cio son estrictament convexes, les condicions de Kulokdiu el teorema local-
global, ens diuen que hi ha un Gnic maxim global. El lagia¢aquest problema
és

L(z1, 22,91, y2) = — 827 — 1023 + 122129 — 5021 + 8029+
y1(1 = x1 — @) + y2(2 — 827 — 13),

i les condicions de Kuhn-Tucker son,

oL
—— = —16371 + 125(?2 — 50 — Y1 — 16y2371 < 0
8:1:1
oL
o = —201‘2 + 12[[’1 + 80 — Yy — 2y2l’2 S 0
81‘2
oL oL
—X + — Xy = (—16371 + 125(?2 — 50 — Y1 — 16y21‘1)$€1+
8:1:1 8:62
(—20[[’2 + 12l‘1 + 80 — Y1 — 2y2l‘2)l‘2 =0
al Z 0
oL
el —m — 2y >0
Em Ty — T2 =
oL
— =2-8z7 — 23>0
Y2
oL oL
a—ylyl + 6—y2y2 = (1= a1 — @)y + (2 — 827 — 23)y, = 0
y1 =20
Y2 =0

Aquestes condicions caracteritzen una solucibd, pero sgemmeten trovar
una soluci6. Per exemple, el punt

e (z1,29) = (0,0) no verifica les condicions de Kuhn-Tucker, donat que en
aquest puntyy,, y5) = (0,0) i 2= =80 > 0.

e (z1,72) = (3,0) tampoc verifica les condicions de Kuhn-Tucker, donat que
en aquest pung; = 0i 2£ =86 > 0.
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e (0,1) si verifica les condicions de Kuhn-Tucker:

(27, 23) = (0,1)

(¥7,v5) = (60,0)
oL 0L
(8—331’ a—@ﬂx*,y* = (—98,0)
oL OL

e ey = (0,1
<8y1 6y2)‘ Y ( )

F(xy,x3) =70
OF OF

(8—371’ 8—372)|x* = (_387 60)

La representacio geometrica de la solucidé es mostra gueafé.2.
Senyalem que en la solucio, la direccio de preferen€)gfen un valor inter-
mig entre les normals\) que apunten cap a fora.

4.3 Elteorema de Kuhn-Tucker.

L'enfoc de Kuhn-Tucker al problema general de la programaoilineal:

max F'(x) subjectea g(x)<b, x>0 (4.21)

X

com I’'hem desenvolupat en la secci6 anterior, consisteirteoduir un vector fila
de multiplicadors de Lagrange = (y1, 2, - - -, ¥m) ON hi ha tants multipicadors
com restriccions de desigualtat, i en definir el lagrangia c

L(x,y) = F(x) + y(b — g(x)),
Les condicions de Kuhn-Tucker sbn aleshores, a partir dd )4
oL oL

ax(xvy)_oa 8y(x,}’)_0
oL oL
T XY)xT =0, y*@(x*, y*) =0 (4.22)

x>0, y" >0

Notant la direccid de les desigualtats i recordant les @os per un maxim,
és clar quéx*, y*) és unpunt de selladel lagrangia, maximitzant-lo en respecte
als instruments no negatixsi minimitzant-lo en respecte als multiplicadors no
negatius de Lagrange

L(x,y") < L(x",y") < L(x",y) Vx>0 y >0 (4.23)



Programacio No Lineal. 47

0,0 1
_09 g, @ 0\

x1+x2=1

Figura 4.2: Representaci6 geometrica de la solucio@blpma de programacio
no lineal (4.20).
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El problema de trovar vectors no negat{s$, y*) que satisfacin (4.23) es coneix
com elproblema del punt de sella

Teorema 4.1.EIl vector d’'instruments* soluciona el problema de programaci
no lineal si(x*, y*) soluciona el problema de punt de sella. T@&nbota certes
condicionsx* soluciona el problema de program#&ano lineal nonés si existeix
un vector de multiplicadorg* tal que(x*, y*) soluciona el problema del punt de
sella.

Demostradd. (a) D’acord amb la primera part del teorema(si, y*) &€s un
punt de sella com a (4.23) aleshosgssoluciona el problema de la progra-
macio no lineal. Suposant qy&*,y*) és tal punt de sella, donat qué
maximitza el lagrangia (en respecte als instruments0):

F(x) +y"(b—g(x) < F(x*) +y"(b — g(x")) (4.24)
i donat quey* el minimitza
F(x*)+y"(b—g(x") < F(x") +y(b—g(x"))
Aquesta darrera desigualtat es pot escriure com
(y-y")(b-g(x") =0 y=0 (4.25)

i donat que els components g@oden ser arbitrariament grans, resulta que
x* ha de satisfer les restriccions de desigualtat:

g(x*) <b.

Per altra banda, escolligt= 0 en (4.25), i tenint en compte qg& > 0 i
b — g(x*) > 0 es segueix que

y*(b—g(x")) = 0. (4.26)
Considerem ara (4.24), que utilitzant (4.26), es pot esegam
F(x') > F(x) +y"(b—-g(x), x>0
Donat quey* s no negatiu, st és factible ha de ser el cas que
F(x") 2 F(x)

de manera que* maximitzaF'(-) dins de la clase de factibles, i per tant
soluciona el problema de la programacio6 no lineal. Aquéstaostracio de
la suficiencia (“si”) del teorema de Kuhn-Tucker no requerp suposit
especific sobre les funciodd-) i g(+).
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(b) Per demostrar la part necessitat (“només si”) del tearde Kuhn-Tucker
necessitem introduir alguns suposits sobre les funddngi ¢(-). En par-
ticular hem de suposar qu€-) és una funcio concava, les funciggis) son
convexes, i les restriccions satisfarctandicib sobre qualificad de les re-
striccionsque ens diu que hi ha algun punt en el conjunt factible qusfaati
totes les restriccions de desigualtat com desigualtatestr.e., existeix un
vectorx® tal quex® > 0 g(x°) < b. Sota aquestes hipotesis, suposem
quex* soluciona el problema de programacio no lineal

x>0, gx")<b,iF(x")>F(x) Vx>0, g(x)<b.

Definim ara dos conjunts en I'espai+ 1 dimensional:

(1)) s
s={@1E) ()

ONnayg i by Sbn escalarsai b son vectors filan-dimensionals. Una il.lustracio
d’aquests conjunts pen = n = 1 es mostra en la figura 4.3 on el conjunt
factible és la part sombrejada de I'eix d’abcises i la séles trova ac*.

El conjunt A esta afitat per punts amb distancia vertigél) i distancia
horitzontalb — g(z). El conjunt B és l'interior del quadrant amb vertex
al punt amb distancia verticdl(z*) i distancia horitzontal positiva. En
aquest cas, i també en el cas més general, donaf'¢fees concava i les
funcionsg(-) sbn convexes, el conjunt &s convexe. El conjunB també
és convexe donat que és l'interior d’'un ortant. Donat gtisoluciona el
problema de programacio no lineal, els dos conjunts s§jomtis, de manera
que pel teorema sobre hiperplans separadors per conjunvisass disjunts,
existeix un vector fila diferent de ze(g,,y), ony, &€s un escalary és un
vectorl x m tal que:

(Y0, ¥) (if) < (Y0, ¥) (?f) v (C;O) € 4, (l]f) €B  (4.27)

A partir de la definicio de3, es segueix quéy,, y) €s un vector no negatiu
i donat que(F'(x*),0)’ es trova a la frontera d&

Yol'(x) +y(b —g(x)) <yl (x") Vx>0 (4.28)

Com a consequéncia de la condicio sobre qualificacicededstriccions,
yo > 0 donat que si, = 0 aleshores la implicacio de (4.28) qyé€b —
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F(x),

B (open)

Separating Hyperplane
(line)

'F(x*)

B B ; E
R A gl
Txﬂ"aig,(x;;' ; : / 904
. I b-90) | E 7
 begky) E
: . bgky) :
T :
F(0)=0 — =
b - g(0) = i ’

Figura 4.3: Els conjunts A i B per un problema de programacidineal amb

m=n=1.

X = Opportunity

F(x)
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g(x)) < 0 ¥x > 0ilano negativitat dey contradiria I'existéncia d'un
x? > 0 tal queg(x®) < b. Pero siy, > 0 aleshores ambdos cantons de
(4.28) es poden dividir pey, per obtenir

F(x) +y°(b—g(x) < F(x*) ¥x>0
1
Yo

on y*=(—)y>0. (4.29)

En particular, sk = x* aleshores

y*<b - g(X*)) < 07
pero, donat qug(x*) < biy* >0

y*(b—g(x*))=0. (4.30)
Aixi, definint el lagrangia com

L(x,y) = F(x) + y(b — g(x)),
es segueix que a partir de (4.29), (4.30), i la no negatidégt que(x*, y*)
és un punt de sella pér(x,y) perx > 0, y > 0, proporcionant d’aguesta
manera la part necessaria (“només si”) del teorema.
Aixi doncs, sota els sup0sits introduits, soluciona el problema de progra-
maci6 no lineal (4.21) si i solament si existeix yhtal que(x*, y*) soluciona el
problema del punt de sella (4.23). O

Considerem ara el problema del punt de sella amb un supdisibaal que
no hem utilitzat fins ara. Aquést és que les funciéiix) i g(x) sébn funcions
diferenciables. La primera part del problema del punt da &slla maximitzacio
de L(x,y*) escollint instrumentg no negatius. Els resultats en (4.6) es poden
aplicar per obtenir les segiients condicions:

oL

Y =0
oL
&(x*, y)x* =0

x>0

La segona part del problema del punt de sella, és la miragitizde L(x*, y)
escollint multiplicadors de Lagrangeno negatius. Aquest problema genera les
seguents condicions:

— XYy
3 9 -
LOL

Y ox

*

(x*y")
y

*

0
0

v



52 4.3 El teorema de Kuhn-Tucker.

Aquests dos conjunts de condicions son precisament ledictons de Kuhn-
Tucker (4.22) que hem vist abans.

La interpretaci 6 dels multiplicadors de Lagrange.

Proposicio 4.1. Els multiplicadors de Lagrange es poden interpretar, coneken
captol anterior, com variacions en el valaptim de la fund objectiu devant de
variacions en les constants de restrizci
. OF*

YT
Demostradd. La prova és similar a la presentada en la corresponentosdeti
capitol sobre programacio classica, consistent en dgarrimer que™ i y* es
poden solucionar com funcions de les constants de restiiedeshores diferen-
ciant el lagrangia en respecte a aquestes constants.

Si poguessim saber quines restriccions es satisfan cortidtgliaquines com
desigualtats, i quins instruments son positius i quins tefrevaluat a la solucio
del problema de programacio no lineal, aleshores podrgmiuge les condicions
de Kuhn-Tucker com igualtats. Suposem, en particular, glaesalucio les re-
striccions es renumeren de manera quereprimeres es satisfan amb igualtat i
lesm — m; restants es satisfan com desigualtats: m; < m) i que renumerem
els instruments de manera que®|grimers son positius i els — n; restants son
zero(0 < n; < n). Aleshores, els vectors es poden particionar com:

g(x) = (ilg;) , b= (E;) , y=0hy"), x= (;) :

ong!(x), b', i y' consisteixen en els:; primers elements dg(x), b, iy
respectivament,x! consisteix en els; elements de&. Les condicions de Kuhn-
Tucker es poden escriure ara com

(4.31)

oL  OF 109t
ot~ o X 7Y ga®) =0
x2=0

oL

a—ylzbl—gl(x)zo

y*=0

Es clar que (4.31) es verifica pels darrers- m,; multiplicadors de Lagrange, que
sbn iguals a zero, donat que

oOF™ ,
= =0, 1=m+1,m +2,...,m

*
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Aquestesn — m, restriccions es satisfan com desigualtats, de manera iz pe
increments en les corresponents constants de restricgoéden fer variar el valor
optim de la funcido objectiu. En respecte a les primergsmultiplicadors de
Lagrange, notem que el problema s’ha reduit al probleassid de programacio

max F(x',0)s.a. g'(x',0) = b!
de manera que utilitzant el mateix argument ofert en eltohge programacio

classica, és possible solucionar péri y' com funcions deb!, diferenciar el
lagrangia en respecteba, i obtenir

= or” >0 =1,2
Y, = 8()@ - Y% 1= 1,4 , My
amb el que completem la prova. O

4.4 Les condicions de Fritz-John.

Considerem el problema geneéric de programacio no lineal

max F(zy,2z9,...,2,) S.a
T1,X2;..+Tn

gl(xlax% .. '7xn) S bl

gz(lCl,.’EQ, .. .,SCn) S bg

gm(xla X2y ... 7xn) S bm
T ZO,.TQ ZO,,SCnZO
i expressem-lo com
max F(xy,29,...,2,) S.a
T1,X25--43Tn
g1(w1, 29, ..., 2,) — b1 <0

gz(lCl,.Tg,...,SL’n) — b2 S 0

gm(T1, 29, ..., Tp) — by <0
—x1§0,—x2§0,...,—xn§0.

de manera que se reescribim

hi(lCl,IQ,...,ZCn) :gi(lCl,Ig,...,I‘n)—bi, 1= 1,...,771

hj(xq, 2, ..., 2,) = =2, j=1,...,n
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podem expressar el problema original com

max F(xy,29,...,2,) S.a
T1,L2,...,Tn
hl(.Tl,SCQ,...,SUn) S 0
hg(l‘l,l'g,...,{['n) S 0
hm(x1, 22, .. x,) <0
hm+1(.T1,.T2,...,.’L'n> S 0
hm—l—n(xlax%---axn) S 0

Considerem un punt* tal queF'i h;, ¢ = 1,...m + n son diferenciables en*

i definim el conjunt/ = {i|h;(z*) = 0}. Aleshores sh;, i ¢ I, sbn continuas en
T*, es verifica que quam* €s un optim local, existeixen escalags \;, i € I no
tots nuls tals que,

MV EE)+Y ANvaE) =0
el
Ao, \i > 0 peri € 1 (4.32)
g;(T)<0,j=1,...,m+n.

A més, sig; per: ¢ I és diferenciable ef*, aleshores les condicions (4.32) es
poden expressar com,

m-+n

NV FE)+ Y A\vgE) =0
j=1

Aigi(T)=0,j=1,....m+n
)\0,)\220.]:1,,7714—71
g;(T) <0, j=1,....m+n.

amb);, j =1,...,m+ nno tots son nuls.

Aquestes condicions de primer ordre son solament netwessEro no sufi-
cients per identificar un punt optim (maxim o minim) lacal

Per demostrar que efectivament son condicions necesgaero no suficients,
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considerem I'exemple seguent:

min — (r; — 5)% — (12 — 2)* s.a

T1,19
201 + 19 <6
1 >0
5>z > 0.

D’acord amb la figura que es mostra a continuacio i que reptad’exemple
que ens ocupa, el pumt = (0, 2) és un punt factible pero no es una solucio6 del
problema minimitzador.

INSERT FIGURE P.435 Barbolla et. al.

Ara be en aquest punt’ = (0, 2) es verifiquen totes les condicions de Fritz-
John. En efecte, la unica restriccid saturadayés;, z,) = —x; < 0. Donat que
VE@Y) = (10,0) i 7g2(z°) = (—1,0), existeixen\y > 0, Ay > 0,\; = \3 =
Ay = 0, tals que

4
MV FE)+D N veE) =0
j=1

2ig; (@) =0, j=1,2,34
A >05=0,1,...,4.

Y

Solament necesitem prendre valags ), tals quel, = 10.






Capitol 5

La Programacio Lineal.

El problema de I&Programacod Lineal consisteix en escollir valors no negatius
de certes variables per tal de maximitzar o minimitzar umaifuobjectiu lineal
donada, subjecte a un conjunt de restriccions lineals dgubdtat,

max F(x) =cx s.aAx<b, x>0. (5.1)

X

0 escrit de forma extensiva,

max F(xy,29,...,2,) = 121 + Coxg + + -+ + Cpy
T1,X25--43Tn

subjecte a
a1 T + ajpxe + -+ apT, < by

9121 + A90%s + - - - + AopT, < by

(5.2)
Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn S bm
1 >0,202>0,...,2, > 0.

Aquest problema és un cas especial del problema de progi@ama lineal
(4.1) en el que tant la funci6 objectiu com les funcions d¢riecid son lineals.

Lesn variablesry, z», . . ., z, sOn elsinstrumentsque poden escriure de for-
ma compacte en un vector colunxa.es constants del problema son=is co-
eficients constants;, a1, ..., G1p; 21,092, . .., A2} - - 5 A1y A2y - - - 5 Ay, QUE
resumim en la matriun x n  A; lesm constantd,, bs, ..., b,,, que de forma
compacta representem pel vector colurbnelesn constants de la funeiobjec-
tiu ¢1, ca, . . ., ¢y, resumides en el vector fia Suposem que: i n son finits, que
A, b i c estan formats per numeros reals donats; ixjpet ser qualsevol vector
real subjecte solament a les+ n restriccions en (5.1).

57
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Figura 5.1: Conjunt d’oportunitat en un problema de progreilineal ambn =
3im=4.

Com en el cas de la programacio no lineal, cada una de legogsts de no
negativitat
2,0, j=1,2,....,n

defineix un subespai tancat, i la interseccio de tots agsestespais és 'ortant no
negatiu de I'espai Euclidi™. Cada una de les: restriccions de desigualtat

n
H = E CLZ'jSCij', 221,2,...,771
=1

també defineix un subespai tancat'd en particular, el conjunt de punts que es
troven en o en el cantd apropidi () del hiperpla corresponent definit per

H = {X € En} Zaijxj = bz‘}
j=1

Un exemple son tots els punts sobre o sota un gi#.&En general, la inter-
seccibd de subespais tancat’a és unconjunt poledric convexgo si esta afitat és
un poliedre convexeEl conjunt de tots els vectors d’'instruments que satisfan |
m + n restriccions de desigualtat i les restriccions de no neggmitde (5.1) és el
conjunt factible

X ={x € E"|Axb, x0}

Aquest conjunt d’oportunitat &s per tant un conjunt pirii€ convexe tancat en
I'ortant no negatiu de I'espai Euclidi n-dimensional. Ex#es de conjunts d’o-
portunitat enk? es mostren a la figura 7. Un exemple de conjunt d’oportunitat e
E3 es trova en la figura 5.1.

Els hiperplans afitadors s’anomereares afitadoresels punts en els que o
més cares afitadores es troven s’anomeretices Cada cara afitadora consisteix
en tots els punts als que una de les restriccions de desigaale no negativitat
es satisfa amb igualtat, i cada vertex és un punt en ehquenés restriccions de
desigualtat es satisfan amb igualtat.
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En la figura 5.1 hi ha set cares afitadores i nou vertices. HEndlaguests
vertices, tres cares afitadores s’intersecten, i en utsa@slprodueix la conjuncio
de quatre cares afitadores. Els vertices estan coneematsafrce eixos defint
cada un d’ells per la interseccio de dues cares afitadores.

Les corves de nivell de la funcid objectiu son

{x € E"|cx = constant}

gue és I'equacio d'un hiperplaf®. Conforme anem variant el valor de la costant,
obtenim el mapa de corbes de nivell com una serie de hiperplaalels; e.g. les
linies paraleles de la figura 7. ldireccid de prefeénciaés la direccid de més
rapid increment de la funcio objectiu i esta donada petoregradient

oF
— =
ox ’
és a dir, un vector fila e®™ ortogonal a totes les corves de nivell per les que

passa.

Geometricament, el problema de la programacio lineasisdeix en trovar un
punt (o un conjunt de punts) €ii* sobre la corva de nivell de la funcid objectiu
que estigui el més lluny possible en la direcci6 de peafela pero dins del conjunt
poliedric convexe d’oportunitat. A partir de la geomeésaclar que si existeix una
solucio al problema de la programacio lineal, no pot sepumt interior sino que
necessariament ha de trovar-se sobre la frontera del daipportunitat, sobre
una o més cares afitadores o de forma equivalent sobre t@xyéos vertices, ...,
n vertices i tots els punts entre aquests vertices, és totéis les combinacions
convexes d’aquests vertices. La solucib, quan exiss@kté doncs en els punt(s)
en els que un hiperpla (corba de nivell) &€s un hiperpla sujsrconjunt polieric
convexe d’oportuntat.

El cas de solucio Unica (solucio en un vertex) i el cas delacio al llarg d'una
cara afitadora, solucio en dos vertices, s'il.lustrenagiigura 7. En aquest darrer
cas la pendent comuna de les corbes de nivell é€s igual a tepede I'hiperpla
representant la més alta cara afitadora possible, urradink’?, de manera que
la soluci6 es trova en dos vertices i també en tots el pgusels conecten. En
un espai tri-dimensiondh = 3) si existeix una solucid, aquesta es pot trovar en
un vertex (la interseccibé de tres 0 mes cares afitadomeg)neix (la intersecciod
de dues cares afitadores) o en un pla (una cara afitadora)reMprd la solucio
del problema de programacio lineal, si existeix, no ha deseesariament Unica,
el valor de la funci6 objectiu si és Unic. A més donadedavexitat del conjunt
d’oportunitat i la linealitat (i.e. concavitat) de la fubabjectiu, el teorema local-
global ens diu que una soluci6 que sigui maxim local édtaomm maxim global.
En conseqiiencia, si en el conjunt d’oportunitat, unesegroporciona un valor
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més alt (o amb més generalitat un valor no inferior) queakiss vertices al seu
entorn, aleshores aquell és la solucio del problema. stqueropietat &s molt
important perque constitueix la base de l'algoritme delpdex que examinarem
més endavant. A méssi> m aleshores les solucions ha de trovar-se en un vertex
del conjunt d’oportunitat en el que— m o0 més de les variables instruments sén
iguals a zero; i.e., hi ha al menys una solucid que te comxamiantes variables

no zero com restriccions de desigualtat.

Donat que la funcid objectiu &s continua i el conjunt d’'dpoitat és tancat,
pel teorema de Weierstrass sabem que existeix una solugli@anjunt d’opor-
tunitat €s no buit i afitat. Per tant hi ha dues circumse&siebta les que pot no
existir soluci6 al problema de programacio lineal. Laxmra consisteix en que
les restriccions siguin inconsistents, de manera que @licbd’ oportunitat sigui
buit. Per exemple, la restriccig, — 6 €s inconsistent amb la nonegativitat«e
cap punt pot satisfer simultaniament ambdues restriscidn altre exemple és el
cas de dues restriccions de desigualtat que no tinguin gggepwcomu en 'ortant
no negatiu, per exemple les restriccianst 2x,6 i —x; — x5 — 8.

La segona circumstancia en la que pot no existir solugiél €as d’un cojunt
d’oportunitat no afitat i una funcié objectiu que pugui awytar sense limit en
aguest conjunt. Un exemple és el problema seguent:

maxx; +Tp s.a. —X;—Xo—38, X0, x90.
x1,T2

Altres exemples de les dues circumstancies en les que steexsolucio
s’il.lustren en la figura 5.2, on els punts factibles es troge les arees sombre-
jades.

Si el conjunt d’oportunitat &€s no buit i afitat, aleshoreis&ix una solucié que
s’ha de trovar sobre la frontera del conjunt d’oportunitamb més generalitat,
una solucid existeix si el conjunt d’oportunitat €s nothua funcid objectiu és
afitada.

En general, aleshores, hi ha tres possibles solucions blegpna de progra-
macio lineal: una soluci6é Unica (en un vertex), un camtde solucions (entre
dos o més vertices), o no existeix solucio (si el conjuapdrtunitat €s buit 0 no
afitat).

5.1 Els problemes duals de programadilineal.

Un dels fets més importants relacionats amb la prograommeal &és que associat
a cada problema de programacio lineal hi correspon un @nododual. Si el prob-
lema original, que denomineproblema primalés el problema de programacio
lineal (5.1)

max F'(x) =cx s.aAx<b, x>0, (5.3)

X
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Figura 5.2: Dues circumstancies en las que no existeixcgpkl problema de
programacio lineal.

aleshores, ghroblema duaks el problema de programacio lineal

minG(y) =yb s.ayA>c, y=>0. (5.4)
y

ony és el vector fila
Y= (Y192, s Ym)-

Escrit de forma extensiva, el problema dual és

Y1,Y2,5--sYm

subjecte a
a11yr + a2y2 + -+ AGlYm = 1
a21y1 + A22Y2 + - -+ + Ao YmCo

: (5.5)
QY1 + a2pY2 + -+ -+ QpnYm = Cp
Y1 207y22077ym20

Les similituts entre els problemes (5.2) i (5.5) resulteidents, Ambdos prob-
lemes consisteixen en trovar un punt extrem d’una funcjéatiol lineal mitjanant
I'eleccid de variables no negatives subjectes a restmsciineals de desigualtat;
Ambdos problemes utilitzen el mateix conjunt de paraetés a dir la matriu
A, el vector columna, i el vector filac; ambdbs problemes tenen un total de
m + n restriccions de desigualtat i ambdbs problemes es poderpietar ge-
ometricament.

La diferéncia entre el problema primal i dual resideix ee guproblema pri-
mal consisteix en escollit variables resumides en un vector columnanentre
que el problema dual consisteix en escollivariables resumides en un vector fila
y. El problema primal &s un problema de maximitzacié megtre el problema
dual &s un problema de minimitzaci6; el problema origimiltza desigualtats
del tipus mentre que el problema dual esta sotmés a r@etigen la direccio
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Figura 5.3: Els problemes duals de programacio lineal endale taula.

oposada ; finalment, les constants de les restriccions enoltema resulten ser
les constants de la funci6 objectiu en I'altra problema.

Siapliqguem les mateixes transformacions al problema @trairarem el prob-
lema primal; en altres paraules, el problema primal és al del problema dual.
Cap dels dos problemes és fonamental. Podem comenar paelseepl i I'altra
es formula com el dual del primer, &s a dir cada problemédsad de I'altra.

Els problemes duals es poden representar en una taula came kesgnostra
a la figura 5.3. El problema de programacio lineal que maxenuna funcio
objectiu s’obté llegint d’esquerra a dreta, multipicantalement de la capsa per
la corresponent variable situada a sobra de la capsa i sumatdontalment.
El problema de programacio lineal que minimitza una far€obté llegint de
dalt cap abaix, multipicant un element de la capsa per l&spponent variable
situada a I'esquerra de la capsa i sumant verticalmenterdeht zero en I'extrem
inferior dret de la capsa pot ser, de forma més generalsguall constant que es
resti d’'ambdues funcions objectiu.

5.2 Lenfoc lagrangia; existencia, dualitat i teoremes
de folgana complementaria.

La naturalesa del problema dual es pot compredre utilitzamalisi dels multi-
plicadors de Lagrange perque les variables duals podengugaper de multipli-
cadors de Lagrange del problema primal. Suposant que elepnalprimal és el
maximitzador,

max F'(x) =cx s.aAx<b, x>0, (5.6)

X

d’acord amb el teorema de Kuhn-Tucker que hem vist en lisindél problema
de la programacio no lineat” és una solucio a (5.6) si existeix un vector fita
tal que definint el lagrangia com

L(x,y) =cx+y(b— Ax) =cx+yb —yAx
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es verifiquen les seguents condicions de Kuhn-Tucker g* :

— =c—YvVA
I c—yAO

oL .
== (c—yA)x* =0

x0 (5.7)
oL
— =b—-A
By x0
8_L
y Dy
y0

=y(b—-—Ax)=0

ony(b—Ax) = 0 és la condicio de folgana complementaria del problenragri
Per altra banda, si el problema primal hagués sigut el niinamor

minG(y) =yb s.ayA>c, y=>0.
y
aleshores el teorema de Kuhn-Tucker ens diu gté@s solucio si existeix un
vector columna* tal que definint el lagrangia com

L(x,y) =yb+ (c —yA)x =yb + cx — yAx
es verifiquen les seguents condicions de Kuhn-Tucker g* :

oL

“—b-A

Jy b x0

oL

_— = —_— =
Yoy y(b—Ax)=0

y0 (5.8)
g—i =c—yAO
L
g—xx =(c—yA)x" =0

x0

on (c — yA)x* = 0 és la condici6 de folgana complementaria del problema
dual. El lagrangia i les condicions de Kuhn-Tucker somtedgeixes per ambdos
problemes! El teorema fonamental de la programacio linedlasa en aquestes
condicions.

El primer teorema fonamental de la programacio6 lineallése@ema d’ex-
istencia:
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Teorema 5.1 (Exiséncia). Una condicb necessaria i suficient per I'exésicia
d’'una soluco al problema primal de la programailineal €s que els conjunts
factibles del problema primal i el seu dual siguin no buitsrgalment,

X={xeR"MAx<b,x>0}#0i

F<x>2F<X)VX€X‘:’{y:{ye%m\yAzc,yzO}#@-

Demostradb. e (<) Per demostrar que si existeixen vectors factibles per
ambdos problemes aleshores hi ha solucio6 pels dos, @asides restric-
cions de desigualtat dels problemes duals

Axb
yAc

Premultiplicant el primer conjut de desigualtats pel veeto negatiuy
obtenim:
yAxyb = G(y)

mentre que postmultiplicant el segon conjut de desiguafiat vector no
negatiux obtenim:
F(x) =cx <yAx

Aixi doncs, six i y son factibles,
F(x)G(y) (5.9)

és a dir el valor de la funci6é objectiu en el problema makiador no pot
superar el valor de la funci6 objectiu del problema dualimitzador. Su-
posem que existeixen vectors factibles per ambdos pr&sedenotem-los
perx®iy°.

Aleshores, donat que el conjunt d’oportunitat del problerimal &s no
buit, contéx®, i donat que la funci6 objectiu és afitada

F(x)G(y°) Vx factible

es segueix que existeix una soluciod pel problema primal.fdbma sem-
blant, el conjunt d’oportunitat el problema dual tampob@&is perque conté,
com a minimy?® i la funci6 objectiu també és afitada

F(x°)G(y) Vy factible,

de manera que el problema dual també té solucio.
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e (=) Per demostrar que l'existencia d’una solucio al prolaeie progra-
macio6 lineal implica que els conjunts d’oportunitat deblgema primal i
dual son no buits, suposem qgué soluciona el problema maximitzador.
Obviament, el problema maximitzador té un vector factiele particular
x*. Pero per les condicions del teorema de Kuhn-Tucker, doreatagiun-
cid objectiu és concava i les funcions de restriccio sonvexes (les fun-
cions lineals son a la vegada concaves i convexes) i dareats verifica
la condicid sobre qualificacio de les restriccionsg’ssoluciona el proble-
ma maximitzador, aleshores existeix un vegtogue satisfa les condicions
(5.7), en particular

y*A>c, y'0 (5.10)
de manera qug* és factible, el que complerta la prova del teorema. [

Hem demostrat doncs que existeix una solucio6 sii noméslsdas problemes
tenen vectors factibles. Si un dels problemes duals té njucbd’oportunitat buit
aleshores l'altra be té un conjunt d’oportunitat buit o &ema funcié objectiu no
afitada. En general hi ha tres possibilitats pels problenieésd ambos tenen
vectors factibles i per tant pel teorema d’existencia abstidnen soluci6; només
un dels problemes té un vector factible, en el qual cas la &ewid objectiu no
és afitada, i en conseqiiencia el problema de progranine# no té solucio; o
be cap problema té un vector factible, el que vol dir que ajwd d’oportunitat
el problema primal és buit, i el problema de programaciédi tampoc té solucio.

El segon teorema fonamental de la programacio lineal toe¢ma de duali-
tat.

Teorema 5.2 (Dualitat). Una condicd necessaria i suficient perque un vecidor,
representi una soludial problema primal de programatilineal és que existeixi

un vector factibley* pel problema dual pel qual els valors de les funcions objecti
d’ambdbs problemes sigui el mateix. Formalment,

Gy") <G(y)Vy €Y

F(x*) = G(y")

Demostraadb. e (=) Per demostrar que =i €s soluci6 del problema maxim,
aleshores existeix uyr* que és factible pel problema dual i pel que els valors

de la funci6 objectiu son iguals, considerem les condide Kuhn-Tucker
(5.7). El vectory* és factible perque, com hem vist a (5.10):

y'A>c, y0 (5.11)

F(x*) > F(x)Vxe X & Jdy*eYtal que {

i les condicions
(c—y"A)x* =0
y'(b—Ax")=0
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5.2 L'enfoc lagrangia; existencia, dualitat i teoremes de folgana
complementaria.

impliquen que
F(x")=cx" =y"Ax" = y"'b = G(y")

demostrant la igualtat dels valors de les funcions objedtin raonament
similar utilitzant (5.8) demostra aquesta part del teorgelacas en el que
el problema primal és un problema de minimitzacio de laidobjectiu.

(<) Per demostrar que si els vectors factibles existeixenmpédas prob-
lemes pels que els valors de les funcions objectiu sbnsga@shores aque-
sts vectors solucionen ambdoés problemes, suposem’qgé son factibles

[

F(x) =cx"=y'b=G(y") (5.12)
Pero, ja sabem per (5.9) quexsiy son factibles,
F(x)G(y)
de manera que donat gyé és factible
F(x)G(y")

i a partir de (5.12)
Fx)F(x*") vxe X

Per tantx* &s soluci6 al problema maxim. De forma paralela,
Gy )G(y) VyeY

el que complerta la prova.
O

Aixi doncs, six* és factible aleshores soluciona el problema maxim si ié®om

si existeix uny* factible pel problema dual pel que (5.12) es verifica. Eni@ait

lar,

Fx)F(x") = G(y")G(y)

MentresF' sigui més petit o igual qué, la maximitzacio dg’ escollintx i minim-
itzar GG escollinty fan augmentar el valor d€ i disminuir el valor de7 fins que,
en la solucio, ambdos valors s’igualen.

El tercer teorema fonamental de la programacio lineal &beema de folgana

complementaria



La Programacio Lineal. 67

Teorema 5.3 (Folgana complementaria)Una condicd necesaria i suficient
perque els vectors factibles, y* siguin solucd dels problemes duaés que sat-
isfacin les condicions de folgana complementaria,

(c—y"A)x* =0
y* (b — Ax*) =0

Demostradd. Que sigui condicid necessaria es deriva directamentslededi-
cions de Kuhn-Tucker.

La suficiencia es deriva directament del teorema de duadagat que, su-
posant quex*, y* son factibles, aleshores a partir de les condicions deffag
complementaria,

Fx')=cx"=y"Ax" = y"'b = G(y")

de manera que donat que els valors de les funcions objectiigeals x*, y* sbn
solucions. O

Escrites en forma extensiva, les condicions de folgana temgntaria re-
quereixen que

(6= ai)e =0, j=12m
i=1

yf(bz—ZaUx;>:O, i:1,2,...,m
j=1
Combinant-ho amb les restriccions de factibilitat,

H m
P19 . 270 and=0 si > " a,yf > ¢
Y Yo agy; >c¢; and=c; si x>0

1=1,2,...,m b0 and=0 si ijl aijr; < b
S0 agal <b; and=b; siyf>0

Per tant si una certa restriccio, evaluada a la solucigatsfa com desigualtat
estricta, aleshores la corresponent variable dual, edalada solucio és zero; i si
una variable, evaluada a la soluci0, és positiva alesHareorresponent restriccio
de desigualtat del problema dual es satisfa com igual@giestes condicions son
extremadament Utils en la solucid de problemes de proaganineal. Per ex-
emple, la soluci6 del problema dual ens diu quines varsathég problema primal
sbn zero (evaluades a la soluci6) i quines restricciordedegualtat del problema
primal es satisfan en la solucidé com igualtats.
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Les condicions de factibilitat i de folgana complementaggoden expressar
mitjanant variables de folgana, com vem fer en el capittéréor, el que pro-
porciona una important interpretacio geomeétrica de ddscions dels problemes
duals. A partir del teorema de folgana complementaria,edtovsx™, y* solucio-
nen els problemes dual de maxim i minim si i només si:

Ax*b, x'0, y"(b—Ax")=0
y'Ac, y'0, (c—y'A)x"=0

Si introduim el vector columna de variables de folgana (si, sa,. .., s,) pel
problema del maxim, i el vector fila de variables de folgana (ry,rs,...,7,)
pel problema del minim, les condicions que caracteritaea solucié es poden
rescriure com

Ax*+s*=b, x'0, s0, y's"=0
y"A=c+r", y0, r0, r'x*=0 (5.13)

on la no negativitat de les variables de folgana assegurkeguestriccions de de-
sigualtat d’ambdos problemes es satisfan, i 'anuldag la suma dels productes
de les variables de folgana amb les varibles duals assegarasjcondicions de
folgana complementaria també es satisfan.

Considerem ara la interpretaci6 geometrica de les camdic(5.13). Les
condicions de factibilitat el problema de minim es pot ieser

c=y'A+r'(-I), y'0, r0 (5.14)

onl representa la matriu identitat.

D’acord amb aquestes condicions, en la solucio el veobsruna combinacio
lineal no negativa de les files de la matriu de coeficients eddiles de la matriu
identitat. Pera és el vector gradient de la funci6 objectiu pel problensim’i
per tant punts en la direccio de preferencia, mentresepiélés de la matriu de
coeficients i de la matriu identitat amb signe negatiu sémvettors gradients per
les restriccions de desigualtat i de no negativitat resgeoent, que graficament
representen les normals al conjunt d’oportuntat que apwdp a fora. De forma
semblant, les condicions de factibilitat del problema imax

—b=(-AX" +(-DI)s*, x'0, s'0 (5.15)

ens diuen que la direcci6 de preferencia pel problemamn{el negatiu del vector
gradient d&=(y), donat que el problema és de minimitzacio] &s una coneiina
lineal no negativa de les normals al conjunt d’'oportuntat gpunten cap a fora,
com ens donen les columnes de les matrius de coeficient negktimatriu iden-
titat amb el signe negatiu. Geometricament, (5.14) i (belts diuen que en la
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Figura 5.4: Geometria del problema dual pee= n = 2.

solucio de qualsevol dels problemes la direccio de peefga s’ha de trovar entre
les normals al conjunt d’'oportuntat que apunten cap a focaieata interpretaciod
geometrica s'il.lustra en la figura 15 pels problemes dealsls quen = m = 2.
en ambdos problemes la direccio de preferenkjas trova entre les normals al
conjunt d'oportuntat que apunten cap a fa¥a,en el punt que és solucio.

Les altres condicions de (5.13) que es refereixen a la falgamplementaria:

y's* =0, r'x"=0

geometricament ens diuen que no es dona cap pes a la narmapgnta cap a
fora corresponent a una restriccio de desigualtat (notivitg#) d’'un problema si
es dona un pes positiu a la normal al conjunt d’oportuntatapunta cap a fora
per la corresponent restriccio de desigualtat (no neggtiviel problema dual:

y; =0 si s >0; x7=0si1]>0
r;=0si x7>0; sf=0siy >0,
1=1,2,...,m; 7=12,...,n.

5.3 La interpretacio de les varibles duals i l'aralisi
de sensibilitat.

Donat que les variables del problema dual son multiplicedie Lagrange del
problema primal,es poden interpretar com la sensibilightvdlors optims de la
funcio objectiu en respecte a variacions en les constantssdriccio.

Suposem que a la soluci6 del problema dual (5.3) i (5#4),de lesm re-
striccions de desigualtat del problema maximitzador sthisfetes com igualtats,
mentre quém—m; ) es satisfan com desigualtats estrictes. Paralelamgedg les
n restriccions de desigualtat del problema minimitzadol¢isfan com igualtats,
i (n — ny) es satisfan con desigualtats estrictes. Poden renumesrnasigiccions
si s’escau, per tal de que les, restriccions del problema maximitzador i les
restriccions del problema minimitzador son les satisfetam igualtats. Aquesta
renumeracio requereix una renumeracio similar de lembies en el problema
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dual. La matriu de coeficients i els vectors fila i columna deupetres es pot
particionar com,

c = (c' c?
All A12 Al
A= <A21 A22> , b= (Az) (5-16)

onc! contén, elementsp! contém, elements, iA'! contém,n; elements. Els
vectors columna i fila de variables es poden particionar dedsemblant,

X

y=(hy?), x-= (’i) (5.17)

onx! contén, elements iy! contém, elements. Amb els suposits anteriors, a la
solucio dels problemes duats, y*
Allxl* +A12X2* — bl
A21X1* 4 A22X2* — b2
yUAM 4 yT A% = ¢! (5.18)
y1"‘A12 + y2*A22 > c2
Aleshores, a partir dels resultats sobre folgana compl@arnarobtinguts en la
seccio anterior,
XI*O, x2 =0
y'0, y¥ =0,
de manera que les igualtats de (5.18) es poden escriure
Allxl* — bl
yr Al = ¢! (5.19)

Les solucions per ambdos problemes existeixen i soru@sigiA ' és una matriu
cuadrada i no singular (en la soluci6 vertex), i en tal cas,

x'" = (A1) p!, x2 =0
yU =AM, vy =0 (5.20)

el que mostra les solucions a ambdos problemes explieittien termes dels
mini +my +n, parametres eA!!, blicl. Els corresponents valors optims de
les funcions objectiu son

F(x*) = c'x' =c'(A™) b = y''b! = G(y*) (5.21)
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gue mostra els valors optims d’ambdoés problemes, igudie si pel teorema de
dualitat, explicitament en funcio deits,n, + m; + n; parametres del problema.

L'analisi de sensibilitat tracta dels efectes que vaoasien els parametres
tenen sobre les solucions (5.20) i sobre els valors optin2d}. Considerem en
primer lloc I'efecte d’'una variacio b sobre el valor optinF™ = F'(z*) :

6F*_ Loally=1 _ 1%, 6F*_
gt — A=Y G =0
Aixi doncs,
._oF
Y = b

De manera semblant, considerem ara l'efecte d’'una varideila constant de
restriccio en el problema dual:

oG* 11 e 0GT
801_<A) br=x; 8c2_0
Aixi doncs,
o oG*
e

En consequencia, la sensibilitat del valor optim de tecfa objectiu a variacions
en la constant de restriccid esta mesurada pel valomagiila variable dual cor-
responent. Aquesta interpretacio és identica a la dopaticas del problema de
programacio no lineal. Com vem fer notar alla, en algumdblemes econdmics
d’assignacio de recursos, les variables duals tenen teigiatacidé natural com
“preus ombra”.

El valor optim d’una funcio objectiu és independent dilwonstant de restric-
ci6 si la variable dual corresponent és zero. Aquest &esuitat raonable perque
si la restriccido no es operativa, variar una mica el valdadmnstant de restriccid
no ha d’afectar al problema. De fet, a partir e (5.20):

oxt ox*

o O
oy _ g O _
ocz 7 Ob2

per tant variar el valor de la constrant de restriccio ennesg&iccio no operativa

no afecta a la solucié del problema. En problemes ecor®salifet de que la

restriccid no sigui operativa vol dir, per exemple, quedadnda és inferior a la
oferta, condunt a un preu ombra zero. La soluci6 aleshéseg)dependent de
la oferta total disponible del be en guiestio donat que jaahiina oferta més que
suficient en relacio a I'us del be en I'0ptim.
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La sensibilitat de les solucions en respecte a constanestié&rio quan aque-
stes sbn operatives també s’obté a partir de la difeaeitcie (5.20):

ox!”
Ob!

oy" -
601 — (All) 1

de manera que els corresponents elements d’aquestessatniiguals.
La sensibilitat dels valors optims de la funcié objectiuasiacions en les con-
stants de restriccid son:

— (All)—l

OF(x") 11y —13.1 1*
Sl = (A")"'b =x
8G(y*) A ALyl 1F
abl =cC (A ) =Yy

Finalment, considerem els efectes de variacions en elsmds de la matriu.
Es clar que tots els elemente de la matiwue no siguin els de la submatriu
mi X ni que denotem com ! no tenen cap efecte sobre la soluci6 ni sobre els
valors optims. Per la submatrid'!, diferenciant (5.21) obtenim,
OF (x7) o 0G(y")

DAL — —(A“)*lblcl(An) — DAL

on cada terme &s una matfiu x n,. Utilitzant (5.20):

OF(x") . . 9G(y")

HAL =Xy = OALl '

de manera que

OF(x*)

8aji

oG (y")

)
8aji

= —Xjy; = 1=1,2,....my; 7=1,2,... n4.

5.4 Lalgoritme del Simplex.

Els problemes de programacio lineal es poden resgieoegtricamentsi o be el

numero d’instruments o be el nUmero de restriccions dgydakat és dos o tres.
En el cas de que el nimero d’instruments sigui dos o tres|l@i® geometrica és
inmediata a partir de la representacid del mapa de corbewelk de la direccio

de preferencia, i del conjunt d’oportunitat. També si @mero de restriccions
de desigualtat és dos o tres, podem resoldre geometnitatada forma indicada
abans el problema dual, i podem utilitzar la solucio debfgma dual per trovar
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la soluci6 del problema primal, donat que aleshores jarsadealor de la funcio
objectiu a la soluci6 i les restriccions de desigualtategieatisfan com igualtats.

L’ algoritme del simpleks un metode algebraic iteratiu per resoldre problemes

de programacio lineal amb un nimero qualsevol de regirisae desigualtat i/o
d’'instruments. La idea general del seu funcionament ctaisisn el segiient: I'al-
goritme comena en un vertex qualsevol del conjunt d’oputdti a partir d’aquest
€S mou vers un vertex ve en la direccio que representi wanment en el valor de
la funci6 objectiu. Aquest procediment iteratiu es va tiepns que I'algoritme
arriva a un vertex en el que no trova cap direccidé en la quenaid objectiu
augmenti el seu valor. Aquest vertex és la soluci6 glaehlproblema. Si totes
les direccions al voltant d’aquest vertex impliquen disations en el valor de la
funcib objectiu, aleshores la solucid és Unica; si halguna direcciod en el que
la funcidé no decreix, la solucidé no és unica i tots aquedigices sbn solucions
aixi com tots els punts intermedis. Donat que el nUmerogdiices en el conjunt
d’oportunitats és finit, aquest algoritme o be trova la sd@l problema o be ens
diu que la funcio objectiu no es afitada després d’un norfieit d'iteracions

La millor manera de comprendre el metode del simplex cagigish desen-
volupar el seu funcionament en un exemple senzill. Considesl problema de
programacio lineal seguent:

max F' =3z + 222  s.a.
x1,T2

2z + 296
xr, + 233‘28

:1:10, .TQO

No cal dir que aquest és un exemple extremadament seneilégyot resoldre
geometricament, pero en qualsevol cas resultar Gtillpestrar el funcionament
de l'algoritme.

La dinamica de l'algoritme per passar d'un vertex a ureal&rtex ve es pot
descomposar en un procediment en quatre etapes:

e Elprimer pas consisteix en introduir variables de folgagra@nsformar les
restriccions de desigualtat en igualtats. Denominarenuasdgs variables

LAix6 el que vol dir és que per problemes en els que el nurdensertex en el conjunt d’opor-
tunitats €s molt gran, l'algoritme no examina tots i cadaels vertex. En aquest sentit es diu que
I'algoritme del simplex és un algoritme de tipus restringi
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de folganas; i s5. Les restriccions del problema ara son

2[[’1 + To+ 851 = 6
T1+ 29+ 55 =38
.’1710,3720

510, 820

El segon pas consisteix en localitzar wwducd factible és a dir un vertex
del conjunt factible. Per simplicitat, i donat que en el n@groblema I'ori-

gen enkE? és factible, prenem I'origen com la solucid basica. Enesq

punt obtenim els seguents valors:

:1:1:0, .TQIO, 81:6, 82:8, F=0.

En aquest punt hem de distinguir entre les variables queauaié basica
sbn zero (i.e.x,x9,) i les que no son zero (i.es; i s3). Les primeres
s’anomenen variablew basiques

El tercer pas és expresar la funcib objectiu i les restiten termes de les
variables no basiques, és a dir

F = 3371 + 233‘2
S1 = 6 — 2[[’1 — X9 (522)

82:8—.’171—2372

El quart pas és el moviment a un vertex ve. Per cada una defdses
no basiques individualment considerades, determinenuantes pot aug-
mentar (sense violar les restriccions), i donat aguesement, en quant
augmentaria el valor de la funci6 objectiu. En les equai®m22) 'incre-
ment de qualsevol variable no basica esta limitat per laeuativitat de les
variables de folgana.

Considerem:;. Donat que d’acord amb la segona equagipot augmentar
fins a tres, i d’acord amb la tercera equacid pot augmentsiafinuit, el
maxim increment que satisfa ambdues restriccions &s & valor de la
funcib objectiu associat a aquest increment &s nou. Dedqraralela, el
maxim increment per., €s 4 que dona lloc a un increment en el valor de la
funcio objectiu de vuit. Si ens movem al llarg de la direcdgl més gran
increment de valor de la funci6 objectiu, incrementem &madez; en tres,
el que redueix; a zero is; a cinc. Aixi, s; substitueix ar; com variable no
basica. (De igual forma el moviment podria haver estat 4 de manera
quesy; = 0 donat que també representa un increment de la funciotahjec
no necessariament la direccio del més gran increment.)
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Figura 5.5: La taula de I'exemple d’aplicacid del metogeégimplex.

Figura 5.6: Transformacio6 pivotal.

La nova soluci6 basica factible és ara
371:3, 372:0, 8120, 82:5, F=09.

on les variables no basiques soni s .

La transformacio en aquest punt s’anomteaasformacd pivotali representa
la transformaci6é computacional basica de I'algoritmegil@mplex. Fonamental-
ment aquesta transformacio dona les noves variablegussi la funcio objectiu
com funcions lineals de les variables no basiques.

En termes de la figura 5.5, la transformacio6 pivotal invodudos etapes quan
es pivota sobre un element diferent de zeyo La primera etapa é@sormalitzar
dividint tots els elements de la fila pivotaper I'element pivotak,;. La segona
etapa é®liminara base de restar multiples de la fila pivotal de les altrespies
tal d’obtenir zeros per tots els elements de la columna givoexcepte per I'u
de la posicio pivotal. Pivotant sobig; te doncs I'efecte de solucionardasima
equacio per; i utilitzar aquesta equacio per eliminar aquesta varidblotes les
altres equacions. En el nostre exemple, la taula originadeestra en la figura 5.5

Pivotant sobre I'element encerclat en la figura 5.5, obtdaitaula que es
mostra en la figura 5.6 on els valors de les variables basmpareixen a la darrera
columna. (Ilgnorem, de moment que I'element esta encerclat.) En general,
I'element pivotal ha de ser un element no zefo(en el nostre exemple un 2) pel
que el corresponent element en la darrera éilgen el nostre cas 3) és positiu i
pel que la taula transformada no conté elements negatiles @darrera columna
(en el nostre exemple els elements transformats sén 3 i 5).

Continuant amb I'exemple, el seglient pas és repetir e¢tgras, obtenir les
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Figura 5.7: Segona transformacio pivotal.

restriccions i la funcio objectiu en termes de les varigiole basiques com:

1 1

.T1:3—§.T2—§81
3 1
52:8—$1—25E2:5—§l‘2+§81
1 3
F:3$1+2$2:9+§$€2—§Sl

Aquests coeficients es podrien haver obtingut directametegifiles de la taula
transformada de la figura 5.6.

. .10 . .
Repetint el quart pas;, es pot augmentar flns%r (i.e. fins el punt ors,

R : 10 ,
esdeve negatiu), el que augmenta la fun€ien —. Es clar que aquest és l'u-

nic moviment factible donat quE es decreixent es;. Implementant la variacid
esmentada sobre obtenim una nova soluci6 basica:

4 10 32
g, To — E, S1 = 0, SS9 = O, F = ? (523)

r =

on les variables no basiques séni s;. En termes de la taula de la figura 5.6,
pivotant sobre I'element encerclat obtenim la taula que @stra en la figura 5.7.

Aquesta solucio basica ens proporciona les equaciongpetir el tercer pas
una vegada més. Les equacions son

4 2 1
!E1=§—§S1+§SQ
10 1 2
To — ? + gSl — gSQ (524)
32 4 1
F = — — =851 — =89
3 3 3

gue mostra que la soluci6 basica (5.23) és de fet la Sbhlgroblema donat que
la funci6 objectiu a (5.24) és decreixent tantsgeicom ens,. En termes de la figu-
ra 5.7, observem que tots els elements de la darrera filao@lisients de la funciod
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objectiu) sbn zero o negatius. Aquesta taula de la figur&$aptima perque els
elements de la darrera fila sbn no positius i els elements dartera columna sén
no negatius. Els elements de la darrera columna solucidnaoldema primal.
La soluci6 obtinguda pel metode del simplex és doncs:
4 1 2
r] == szEO, F*:%.

Els coeficients de les variables de folgana de la darreracé&goarresponent
ala funcib objectiu (i.e. els elements diferents de zertadkarrera fila en la taula
de la figura 5.7) sbn els negatius dels valors optims dedeables duals. Aixo és
aixi perque aquests coeficients representen les taxegadgsdria augmentar el
valor de la funci6 objectiu si; i s, poguessin ser negatius, o de forma equivalent,
si b, i by fossin més grans. Aixi, la solucio del problema dual

min G =6y; + 8y>  s.a.
Y1,y2

2y1 + Y23
Y1 + 2y92
y107y20
es:
4 1 32
* .~ * G* S
Y1 3’ Ya 3 3

Els valors optims de les variables duals mesuren la sditesibliel valor optim
de la funcio6 objectiu del problema prima&l devant de variacions en les constants
de les restriccions. Per exemple, si en la primera resbriglgproblema primal la
constant fos 8 en lloc de 6, el valor optim de la funci6 otieseria,

4 8
AF* = yiAb=—(8 — 6) = =
Y1 3( ) 3
i el nou valor optim seria
32 8 _40
3 3 3

La soluci6 proporcionada per I'algoritme del simplex estmgraficament a
la figura 5.8, on es mostra el moviment d’un vertex a un akrgex ve fins que es
trova la solucio.

Tot aquest proces iteratiu es pot resumir de forma esquearet la figura 5.9.
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Figura 5.8: Il.lustracio del métode del simplex.

Figura 5.9: L'esquema de funcionament de I'algoritme dalptex.



