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Capitol 1

Topologia.

1.1 Espais Metrics.

Intuitivament, unespai nétric €s un conjunt en el que hi podem incorporar una
definicib de dishncia entre els seus elements. Necessitem doncs definir el concepte
de “distincia” entre dos elements del conjuntadgament, la diancia (tamb
anomenada Btrica) entre dos punts arbitranisy d’un cert conjuntE’ no buit, és
un nimero real positiud(x, y).

Formalment, una &trica enE és una fund d,

d:ExFE — R,

gue satisdi les sefjents propietats:

Va,y € Ed(x,y) >0
Perz,y € Ed(z,y) =0z =1y
Va,y € Ed(x,y) =d(y,x) (simetria)
Va,y,z € Ed(z,y) <d(z,z)+d(y,z) (desigualtat triangular).

El parell (E, d) s'anomenaspai nétric. Naturalment, sobre el conjuiit podem
definir diferents mtriques que generen diferents espadtrios.

Un model intiitiu natural d’espai ratric és el pla geomtric en el que esatil
interpretar les propietats del concepte deatista. La primera ens diu que la
distancia entre dos punés sempre unirmero real no negatiu; la segona diu que la
distancia entre dos punis zero si i nores si ambds punts coincideixen; la tercera
propietat (simetria) diu que la désicia entrer i y €s la mateixa que la décia
entrey i x; finalment, la quarta propietat diu que un costat d’un triangle &ésai
més llarg que la suma de les longituds dels altres dos costats. La figura 1.1 il.lustra
aquesta darrera propietat.

El lema sefient presenta dues desigualtats importants.
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[x+y (< I+ Tl

Figura 1.1: La desigualtat triangular.



1.1. ESPAIS METRICS. 9

Lema 1. En un espai rétric (E, d) es verifica,
Va,y, 2t € B |d(x,y) — d(z,t)| < d(z, 2) + d(y,1).

En patrticular,
Vﬂf;f% zZ € E7 ‘d(xa Z) - d(y7 Z)| S d(l‘,y)

Demostradd. Apliqguem dues vegades la desigualtat triangular,
d(z,y) < d(z,z)+d(y,z) <d(z,z) +d(y,t) + d(z,1).
A partir d’'aqu,
d(z,y) —d(z,t) < d(z, z) + d(y,t). (1.2)
De forma semblant,
d(z,t) < d(z,z) +d(t,x) < d(z,z) + d(y,t) + d(x,y).
A partir d’aqu,
—d(z,2) — d(y,t) < d(z,y) + d(z,1). (1.2)
Combinant (1.1) i (1.2), obtenim,
|d(z,y) — d(z,1)] < d(x, 2) + d(y, ).
U

De la mateixa manera que hem definit la @mtia entre dos punts, podem
definir la disiincia entre un punt i un conjunt i la disicia entre dos conjunts.

Definicio 1. (Distancia entre un punt i un conjunt)

Sigui (E, d) un espai mdtric. Consideremxy € Ei A C E. Denotem per
{d(x0,x)},ca al conjunt de imeros reals format per las déstcies der, a tots
els punts ded. Agquest conjunt eatafitat inferiorment pef, de manera que admet
un extrem inferior no menor que Definim la disncia dexq al conjunt A com
aquell rimero reald(xg, A) = inf{d(xo, ) }rcA-

Definicio 2. (Distancia entre dos conjunts)

Sigui (E, d) un espai retric. ConsideremAd, B C E, A,B # (). Denotem
per {d(x,y)}zcaycp al conjunt de meros reals format per totes les disties
entre un punt del i un punt deB. Aquest conjunt e&tafitat inferiorment pef, de
manera que admet un extrem inferior no menor qu®efinim la disancia entre
els conjunts4d i B com aquell fimero reald(A, B) = inf{d(z, y)}zcaycB

Podem recordar tangtels conceptes de intersemaiinid i suma de conjunts.
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Definicio 3. (Intersecod de conjunts.)

Sigui(E, d) un espai mtric. Considerend, B C F, A, B # (. La intersecd
dels conjuntsd i B es defineix com el conjunt de tots els punts que pertanyen tant
aAcomaB,ie. A(\B={z|x € ANz € B}.

Definicio 4. (Uni6 de conjunts.)

Sigui (E, d) un espai mtric. Consideremd, B C E, A, B # (). L'unio dels
conjuntsA i B es defineix com el conjunt de tots els punts que pertanyto a
B 0 aambds conjunts, i.eA|J B = {z|zr € AV z € B}.

Definicio 5. (Suma de conjunts.)

Sigui(E, d) un espai ratric. Considerem, B C E, A, B # (). La suma dels
conjuntsA i B es defineix com el conjutde tots els punts = a + b que poden
formar-se sumant qualsevol punte A amb qualsevol purit € B.

La figura 1.2 il.lustra la suma de conjunts.

A
g ~
S
......... S
N L
0 ------------------ .. '
8 b

Figura 1.2: La suma de conjunts.

1.2 Espais Euclidis.
L'espai euclidiés un cas particular d’espaitnic descrit pel parellR", d).

e Considerem el conjur®™. Siguinz = (z;) € R", y = (y;) € R™ dos punts
arbitraris aR™; sigui « un niumero real. Definim les operacions vectorials
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sedlents,
r+y=(zi+y) (suma) (1.3)
ar = (ax;) (producte escalar) (1.4)
<mY>=> Ty (producte interior) (1.5)
i=1
EESD 22)z (norma euddea) (1.6)
=1

La figura 1.3 il.lustra la suma de vectors i el producte escalar.

A A
X+y
ax(a>1)
"""" WY X
: a'x(a'<1)
XV, Y1 >
a"x (@"<0)

Figura 1.3: La suma i el producte escalar.

Intuitivament, podem interpretar la norma édel der € R™ com la longi-
tud del vectorr (pensem, en particular en els vectors del pla o de I'espai). A
partir de (1.5) i (1.6), veiem quer||? =< z,x >.

Una relacd important entre el producte intern i la norma édebés ladesi-
gualtat de Cauchy-Schwarz

Vo,y € R, | <x,y>| < |z|l|lyl],

Si els vectors: i y son linealment independents, la relaeinterior es satiaf
amb igualtat.
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Aquesta desigualtat es deriva de les propietats del producte intern:

Ve, y1,y2 € R, < x,y1 +yo > =< x,y1 > + < z,y2 >,
Ve,y € R",Va € R,<z,ay >=a<uz,y >,
Ve,y € RY, < x,y>=<vy,z >,
Vee R, <z,z>>0i <z,z>=0&2=0.

La norma eudbea satisi,

Ve e R, ||z|| <0, and=0<x =0,
Vx € R",Va € R, ||az| = ||| z]|,
Vz,y € R™, ||z +y| < ||lz|| + |ly|. (desigualtat triangular

La figura 1.4 il.lustra la norma i el producte interior. Per interpretar-la, hem
de recordar que una expressilternativa pel producte interiorJ&® és <
z,y >= [lz||[lyll cos 6.

Figura 1.4: La norma i el producte interiorzt.

e La distincia euddea es defineix com,

n

Va,y € R d(z,y) = o~ yll = [3 (@ - )?]
=1

1
2
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1.3 Conjunts oberts.
Definim els segents conjunts abans de definir un conjunt obert:

Definicio 6. (Bola oberta).
Siguiz € R™ i r > 0. Unabola oberta de centtei radi r &s el conjunt:

B(x;r) = {y € R"|d(z,y) <r}

Definici6 7. (Conjunt obert). Diem que un conjust C R™ és obert sivz €
A,3r > 0talqueB(z,r) C A.

Notem quer depen en general de.

Definici6 8. (Bola tancada).
Siguiz € R"™ i r > 0. Unabola tancada de centtei radi r &s el conjunt:

B(a;r) ={y € R"|d(z,y) <}

Definici6 9. (Punt interior).
SiguiA C R". Diem quer € A és un punt interior del si 3r > 0 tal que,

B(xz,r) C A.
A més, el conjunt,
int(A) = {x € Az &sun punt interior dd}
s’anomenadnterior del conjunt A
A partir de la definidd és trivial observar quént(A) C A.

Definici6 10. (Conjunt obert).
Diem que el conjunt és obert sid = int(A), &s a dir si tot punés interior.

Teorema 1. Tota esfera obertés un conjunt obert.

Teorema 2. (i) L'unid d’un nimero arbitrari de conjunts ober#ss un conjunt
obert.

(i) La interseccd d’un nimero finit de conjunts oberés un conjunt obert.

Es important notar la diféncia entre ambdues afirmacions del teorema 2. Per
il.lustrar la difeencia, pensem que r&s cert que la interseéd’un nimero arbi-
trari de conjunts obertis obert. Per exemple, 2, un punt (que n@s un conjunt
obert)és la intersecéide tots els intervals oberts que el contenen.
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1.4 Punts d’acumulaco.

La idea de punt d’acumulatiés un punt al voltant del que es concentren els punts
del conjunt, de forma que per petit que sigui I'entorn sempre els hi trobem. For-
malment,

Definicid 11. (Punt d’acumulad).
SiguiA C R™ iz € R™. Diem quexr &s un punt d'acumulaéidel conjuntA,
si tot entorn der coné punts ded diferents der, €s a dir,

(B(xz,r)\ {z})NA#0.

en altres paraules, un punt d’acumuéadiun conjuntA és un punt tal que hi
ha altres punts dd arbitrariament propers.
Al conjunt de tots el punts d’acumulécile A el denotem perl’. Per il.lustrar
el concepte de punt d’acumulacinotem que (a) un conjunt amb un puriano
te punts d’acumuladii (b) un conjunt conf0, 1) te tots el punts d’acumulazide
[0, 1] com punts d’acumulaéi Aquesta darrer exemple permet notar que un punt
d’acumulacd d’un conjunt pot no pegnyer al conjunt.

Definicio 12. (Punt dllat).

SiguiA C R™. Six € A perd noés punt d'acumulaéide A, diem quer és
un punt allat. En altres paraules, st €s un punt dlat vol dir que podem trobar
algun entorn dex que no coré punts ded apart d’ell mateix.

1.5 Conjunts tancats.

Definicié 13. (Conjunt tancat).
SiguiA C R™. Diem queA és un conjunt tancat si coatots els seus punts
d’acumulaco, i.e., A’ C A.

Es important fer notar que NO hem definit conjunt tancat com aquell que no
és obert (veure perel teorema 4 s endavant). | aixés important pergala
definicib de conjunt tancat admet la possibilitat tant de tenir conjunts tancats i
oberts a la vegada, com de tenir conjunts que no son ni oberts ni tancats.

Definicio 14. (Clausura, Punts d’adhéncia.)

SiguiA C R™. Al conjunt resultant de la intersedcde tots els conjunts tan-
cats que contened 'anomenem clausura dé i el denotem peel(A). Alternati-
vamentgl(A) consisteix en I'urd del conjuntd amb els seus punts d’acumulagi
cl(A) = AU A'. Els elements del conjunt(A) s'anomenen punts d’adhemncia
de A.

Teorema 3. Per un conjuntA de clausura no buida, les siégnts propietatsém
equivalents:

(i) z €cl(A),
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(i) d(z, A) =0,
(iii) Pertot entornS dex, SN A # 0.

Teorema 4. Sigui A C R"™, és tancat (obert) si i no&s si el seu complement,
R™\ A és obert (tancat).

Aquest teorema permet fer una caracterit@zat® conjunts tancats en termes
d’oberts que pot utilitzar-se com defirbaile tancat.

Teorema5. (i) L'unid d'un nimero finit de conjunts tancaés un conjunt tan-
cat.

(i) La interseccd d’'una fanilia qualsevol de conjunts tancaés un conjunt
tancat.

Corolari 1. SiguinA, B C R"™. Aleshores,
e AobertiB tancat= A\ B obert,
e AtancatiB obert= A\ B tancat.

Teorema 6. Tota esfera tancada, i tota supgrie esérica és un conjunt tancat.

1.6 Frontera d’un conjunt.
Definicio 15. SiguiA C R™. La frontera del conjunt és el conjunt
0A =cl(A)Ncl(R™\ A).

Intuitivament, la frontera d’'un conjurés el conjunt de punts en conentre
aquest conjunt i el seu complementari.

Una definico alternativa ens diu que un puntés frontera d’un conjunt si
podem trobar una bolB(x, d), ambd arbitrariament petit, que co@tpunts que no
pertanyen &. La figura 1.5 il.lustra aquesta defiroci

Aquesta defini@ permet obtenir una definitialternativa de conjunt tancat
com aquell que costtots els seus punts frontera. Tamiermet definit un punt
interior d’'un conjunt com aquell que pertanyent al conjunt no pertany a la seva
frontera.

1.7 Sedgencies.

Definicid 16. (Convergncia.)

Sigui z;, una sedjencia de punts &”. Diem quex; convergeix a uniimit
x € R"™ si per qualsevol entorf/ del puntz, hi ha un rumero senceN (que
depen deU) tal quexy, € U quank > N.
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R A

0A

B( ‘7

Figura 1.5: La frontera del conjunt.

Figura 1.6: Convergncia aR".
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La figura 1.6 il.lustra aquesta defirici

Teorema 7. Una segenciax, € R™ convergeix vers: € R™ sii solament si per
cadas > 0, 3N tal quek > N implica ||z — x| < e.

Teorema 8. x;, — x SSi els components dg, convergeixen vers els components
dex com se{iéncies de imeros reals.

Poem tamb utilitzar les se@iencies per determinar si un conju@s tancat:

Teorema 9. (a) Un conjuntA C R™ és tancat ssi per cada sé&nciaz, € A
convergent, elimit es troba aA.

(b) SiguiB C R"™. x € cl(B) ssi existeix una ségnciax; € B ambz, — z.

Definicid 17. (Sediéncia de Cauchy).
Una se@enciax, € R™ s’anomena sdggncia de Cauchy si per cada> 0,
hihaunN tal que,/, k > N implica ||z — z;|| < e.

Teorema 10. Una se@énciaz;, € R™ convergeix a un punt &™ ssi és una
segiencia de Cauchy.

Aquestés un resultat important pergpermet obtenir un test de convengia
donat que la condidide Cauchy no involucra el puntiit explicitament.

Exercicis

1. Analitzar exemple 1 a 6d’espais nétrics de Iribarren pp. 17-24.

2. Sigui E un conjunt no buit, d : £ x E — R una funcod que satisi les
propietats segents:

o d(z,y) =0 x=yperz,y € E.
o Vr,y,z€ E:d(x,y) <d(x,z)+ d(y, 2).

Demostrar qué és una mtrica sobref.
3. Demostrar les propietats de la distia, el producte intern i la norma.
4. Demostrar els teorersd i 2sobre conjunts oberts.

5. Trobar els punts d’acumuldci els punts dlats del conjunt

6. Demostrar que per qualsevol interval tandade nes d’'un punt en la recta
real, A’ = A. Demostrar-ho tan#per tota la recta real.
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7. Demostrar els teoremes 3,54 6 sobre conjunts tancats.

8. Caracteritzar la clausura d’un conjufttcom la intersec@ de tots els con-
junts tancats que contenema

9. Demostrar els teoremes 7,8i 10sobre convergncia.
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Conjunts Compactes | Connexes.

L'estudi dels conjunts compactes i connekssfonamental per I'estudi de la con-
tinuitat de funcions. La idea initiva de les definicions de conjunt compacte i
connexés senzilla. Diem que un conjuntR" és compacte quags tancat i est
contingut en una regiafitada. Diem que un conjunt”® &s connex quaés d’'una
pe@. Aquestes infigions es recullen a la figura 2.1.

compacte no compacte no compacte

J C O

conexe No conexe

Figura 2.1: Conjunts compactes i connexes.

2.1 Conjunts compactes.

Definici6 18. (Conjunt afitat.)

Diem queA C R™ és afitat ssi existeix un constaihf > 0 que permet de-
finir una bola al voltant de I'origenB(0, M) que cong al conjunt4, i.e. A C
B(0, M). De forma equivalentyz € A, ||z|| < M.

19
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En altres paraules, diem que un conjunt de punts &fitat si podem construir
un conjunt que contingui tots els seus punts.

Definicio 19. (Recobriment d’un conjunt.)
El recobriment d’un conjuntd C R™ &s una col.lec& de conjunts{U;} tal
que la seva uidi cong a 4, i.e.

ACUUz

Quan tots els conjunts; sbn oberts diem que el recobrimesd obert.

Un subrecobriment d’un recobriment dornig una subcol.lecgide conjunts
tal que la seva urdi tami® coné a A. El subrecobrimengs finit si la subcol.lecéi
coné un rumero finit de conjunts.

Per exemple, el conjunt de bol¢®[(x,0),1]|z € R} a R? cobreix la recta
real, i la subfarilia de tots els conjunt®[(n,0),1] onn € N C R, formen un
subrecobriment (veure la figura 2.2).

A B[(n,0),1]

T IR

aYaYaYAYaYaYaY A A N
\SANAANANT

Figura 2.2: Subrecobriment de la recta real.

Teorema 11. SiguiA C R™. Les se@ients condicions equivalents:
(i) A éstancati afitat;
(i) Tot recobriment obert del te un subrecobriment finit;
(iii) Tota sediencia enA te una subsdigncia que convergeix a un punt de

L'equivaléncia entre (i) i (ii) es coneix com el teorema de Heine-Borel. L'equi-
valencia entre (i) i (iii) es coneix com el teorema de Bolzano-Weierstrass.

Definicid 20. (Conjunt compacte.)
Un conjuntA C R"™ que satisfaci una (i per tant totes) de les condicions del
teoremall s’anomena compacte.

Teorema 12. (i) L'unid, laintersecad i la suma d’un fimero finit de conjunts
afitatsés un conjunt afitat.

(i) L'unid, la intersecd i la suma d’'un imero finit de conjunts compactes
un conjunt compacte.
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2.2 Conjunts connexes.

Definicid 21. (Conjunt connex.)
Diem que un conjunt C R"™ &s connex si NO existeixen dos conjunts oberts
U,V,# 0 tal que

AcUUYV,
ANU # 0,
ANV #0,
ANUNV =0.

Intuitivament, la idea de conectivitat es que el conjdmmo es pugui separar
en dues peces. Quan podem trobar dos conjuintg” que separen al conjurt en
dues peces disjuntes, diem gdao es connex (veure figura 2.1).

Exercicis

1. Exemples 1,2,3,4,5,6 sobre compactes Marsden pp.63-64.

2. Demostrar el teorema 11 (Marsden pp.70-72).
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Funcions conifnues.

3.1 Continuitat.

La idea intlitiva de continitat es mostra en la figura 3.1. Una fuméis coninua
guan dos punts arb#ariament propers en el domini de la fubci i = tenen imat-
ges arbitariament properes en el seu recorrefjut) i f(xzo).

f(x) £(%)
A A
f (X f (X 0) """

Figura 3.1: Funcions comues i discontinues.

Per definir la continitat d’'una funcd de forma rigorosa, abans hem d’introduir
el concepte ddmit d’'una funcd en un punt.

Definicid 22. (Limit d’'una funcé en un punt.)
SiguiA c R™, f: A — R™, isuposem queg, és un punt d’acumuladide
A. Diem queb € R™ és el Imit de f en el puntz,
lim f(z) =b,

T—x0

si donat une > 0 arbitrari, existeixd > 0 (depenent d¢f, z¢ i €) tal quevz €
A, x # xo, ||z — xo|| < dimplica | f(x) —b|| <e.

Aquesta definid diu que conformer s'aproxima axo, f(z) S’aproxima a
b. Es important senyalar que s no fos un punt d’acumula@j no hi hauria cap
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x # x9, x € A proper axg, i la definicib quedaria buida de contingut. De la
definicib anterior, es segueix que si be pot passar quenéld’'una funcd f en un
punt no existeixi, quan aquest existeds,inic.

Definicio 23. (Contindtat d’'una funcé en un punt.)

SiguiA Cc R™, f: A— R™ isiguizy € A. Diem quef és coninua en el
puntzg, Si 0 bexg NO es un punt d'acumulatide A (i.e. siés un punt dlat), o
belim,_.., f(x) = f(zo).

Alternativament, diem qug és corninua en el punt, del seu domini ssie >
0,30 > O tal queVz € A, ||x — x| implica|| f(z) — f(zo)| < e.

Aquesta definid suggereix dos comentaris. La primera formuagiquereix
I'existéncia delim,_.,, f(z) a més d’especificar el seu valor. La segona formu-
laci6 €s una mica diferent de la defiric22 pergeé en aquella necesaitem espe-
cificar quexr # x( donat que no tdem garantit que estigies definida en;y. Ara
en canvi, no fa falta especificar# xo perqwe la condicd tamie es \alida quan
T = xg.

Definicio 24. (Continutat d’'una funcé sobre un conjunt.)

Diem que una funéif : A — R™ és coninua en el conjun3 C A si f és
confinua en cada punt d8. Si solament diem qugés coninua, volem dir queg
és coninua en el seu domim.

Teorema 13. Siguif : A — R™, on A C R"™ &s un conjunt arbitrari. Aleshores,
les segdients afirmacions& equivalents:

(i) f ésconinua enA.
(i) Per cada segéncia convergent; — zo enA, f(zr) — f(zo).

(iii) Per cada conjunt obert/ ¢ R™, f~1(U) C A és obert en respecte; és
adir, f~1(U) = V() A per algun conjunt oberv’.

(iv) Per cada conjunt tancaf’ ¢ R™, f~1(F) C A és tancat en respectey
és adir,f~1(F) = G () A per algun conjunt tancat.

Tindria que ser clar que (Bs el mateix que (ii) pergu(i) diu quef(z) és
proper af(xg) Si z €s proper ay, i (i) diu el mateix excepte que I'aproximari
de z versxy es fa mitjanant una segencia. Les afirmacions (iii) i (iv) tanb
diuen el mateix si recordem que un conjunt olétel complement d'un conjunt
tancat. Finalment, I'equivahcia entre (i) i (iii) la podem veure amb el semt
argument: (i) ens diu que escollim un conjunt obErtgue contingui af (zo).
Donat quef~!(U) és obert vol dir que podem trobar una bola centradagn
continguda erf ~1(U). Puntsr en aquesta bola, els podem projectar en el conjunt
U que, recordem, representa punts propef$sg). Aixi doncs, podem utilitzar
U con una mesura de proximitat ¢i¢x) a f(z¢). Six &s prou proper a (i.e.

r € f7Y(U)), f(x) estad proper af (z), el que representa la mateixa idea que
().

La figura3.2 il.lustra I'afirmad (iii).
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Figura 3.2: Continitat.
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3.2 Operacions amb funcions connhues.

Definicio 25. (Composiad de funcions.)
Siguinf : A — R™ig: B — RP dues funcions amij(A) C B. La
composiacd de la funcb g amb la funacd f, go f : A — RP la definim perz —

9(f (@)).

Si = és proper arg, aleshoreg; o f(x) és proper g o f(xg) perqe f(z)
és proper & (xo); per tant,g(f(z)) és proper a(f(x¢)). La figura 3.3 il.lustra
aquest argument.

gof

Figura 3.3: Composi6ide funcions.

Teorema 14. Siguinf : A — R™i g : B — RP dues funcions cofrtues amb
f(A) C B. Aleshoresgo f : A — RP &s coninua.

Veiem ara algunes de les propietats fonamentals de I'aficandelsimits:
Teorema 15. SiguiA C R™, i sigui zg un punt d’acumuladi de A.
(i) Siguinf: A— R™ig: A — R"™dues funcions; suposdim,_.,, f(z) =

ailimy_,, g(z) = b. Aleshoreslim,_,,(f + g)(z) =a+b,onf+g:
A — R™ es defineix conif + g)(z) = f(z) + g(z).



3.3. AFITAMENT DE FUNCIONS CONTNUES SOBRE CONJUNTS COMPACTEH.

(i) Siguinf: A— R™ig: A — R™dues funcions; suposdim,_.,, f(z) =
ailimg .z, g(z) = b. Aleshoreslim,_..,(f-g)(x) = ab,onf-g: A — R™
es defineix conf - g)(z) = f(z)g(x).

(iii) Siguinf: A — R™ig: A — R™ dues funcions; suposéim,_., f(x)
a # 01 lim,_.5, g(x) = b. Aleshores,f no és zero en un entorn de,
lim, ., (g9/f)(x) = b/a,0ng/f : A — R™ es defineix conlg/ f)(z)
9(@)/ f(z).

A partir d'aquest teorema podem deduir les propietats de l'atita de les
funcions corfnues:

Teorema 16. SiguiA C R", i siguizy un punt d’acumulad de A.

(i) Siguinf: A— R™ig: A — R™ dues funcions coirtues en el punt,.
Aleshores, lasum@ + g : A — R™ és coninua en el punt;.

(i) Siguinf: A — R™ig: A — R™ dues funcions coifrtues en el punty.
Aleshores, el productg- g : A — R™ &s continu en el punt.

(i) Siguin f : A — R™ig: A — R™ dues funcions comues en el punt
xo i f(zg) # 0. Aleshores,f noés zero en un entorti de x i el cocient
g/f: U — R™ és continu en el punt.

3.3 Afitament de funcions contnues sobre conjunts com-
pactes.

Aquesta secbi est dedicada a I'aaisi d'un teorema molt important que diu que
un funcb coninua definida en un conjunt compacteaeafitada i assoleix el seu
valor maxim i el seu valor rmim en algun punt d’aquest compacte.

Per entendre millor aquest resultat pensem en unadutefinida sobre un
conjunt no compacte. Per exemple la funf{z) = 1/x en l'interval (0, 1) (veure
figura 3.4). Conformer s'aproxima a zero, la fun@ipren valors arbifiriament
grans ped f és coninua.

El sedient exemple considera una fub@fitada i corihua ped sense raxim
en el seu domini. Aquess el cas de la fungif(xz) = z definida en el interval
[0,1) (veure figura 3.4).

Aquests exemples serveixen per il.lustrar el contingut delesgigeorema que
diu que una fun@ coninua definida en un compacte no pot presentar aquestes
anomalies.

Teorema 17.SiguiA C R™, f : A — R. SiguiK C A un conjunt compacte.
Aleshoresf esh afitada enk, i.e. el conjuntB = {f(x)|z € K} C Résun
conjunt compacte. A @s, existeixen punts, z; € K tal que f(z¢) = inf(B)

i f(x1) = sup(B). Denominenmsup(B) el maxim valor def definida sobrek i
inf(B) el minim valor def definida sobrex'.
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(%) | f(x)

Figura 3.4: Una fund coninua definida sobre un conjunt no afitat.

3.4 Elteorema del valor intermig.

La idea lasica del teorema del valor interng que una funéiconinua definida
sobre un conjunt connex pren tots els valors entre dos punts donats. La figura 3.5
il.lustra aquest resultat.

f(x) f(x) f(x)
A A A
fo)}- - - ---- - flo)}- - - - - - - - -
f((z:a) / f(C) / C /
[o) ] p——
Y > > ey S
0 X0 X 0

Figura 3.5: El teorema del valor intermig.

Observem que tant la contiitat de la fundd com la conectivitat del dominés
supsits essencials per poder assolir el resultat (veure la figura 3.5). En particular,
sila funcb es discorihua en el punt, mai pren el valorf (a) = ¢; tamkeé si f est
definida en un conjunt no connex, aleshores el puntt te antimatge en el conjunt
A.

Teorema 18.Siguic R™i f : A — R una funcd coninua. Suposenk C A
&s un conjunt connexd, b € K. Aleshores, per qualsevolimeroc € R tal que
f(a) < ¢ < f(b), podem trobar un punt € K tal que f(z) = c.

Exercicis

1. Exemples 1,2,3 sobre funcions donies Marsden pp.85-86.
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2. Exemples 2,3 sobre funcions contes Marsden p.88.

3. Demostrar el teorema del valor intermig (Marsden p.96)
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Capitol 4

Funcions diferenciables.

4.1 Definicid de derivada

Definicio 26. (Derivada d'una fund.)

Unafuncb f : A C R® — R™ és diferenciable en un punt € A si podem
trobar una funod lineal, D f(z¢) : R — R™ (que denominem la derivada de
en el puntxg) tal que,

lim |f(z) — [f(x0) + D f(zo)(x — 0)]||

=0
T—T0 Hx — on

Si f és diferenciable en tots el punts dediem quef és diferenciable enl.

Intuitivament,x — f(zo) + D f(zo)(z — xo) representa la millor aproximaxi
afi a la funcb f al voltant del puntzy. La figura 4.1 il.lustra les equacions dels
plans tangents a la furiif.

Si A €s un conjunt obert, aleshores la millor aproxindeai a la funcd f és
Unica.

Teorema 19. Sigui A un conjunt obert aR™ i suposeny : A — R és diferenci-
able en el punt:. AleshoresD f(x() est urivocament determinat péf.

Recordem, ara dos resultats sobre derivades de funcions d’'una variable:

Teorema 20.Si f : (a,b) — R és diferenciable en un punte (a,b) i f presenta
un mraxim o un rimin en el punt; aleshoresf’(¢) = 0.

Teorema 21.Si f : [a,b] — R és coninua, sif és diferenciable efa,b) i Si
f(a) = f(b), aleshores existeix un puat (a, b) tal que ' (c) = 0'.

4.2 Representad matricial.

Una forma alternativa de diferenciar una funde varies variables consisteix en
construir la matriu jacobiana de derivades parcials.
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y = f(Xg)+Df(xg)(x-X) z = f(Xg)+DFf (Xo) (x-X)

X1
f:R-—->R f:R2 >R
Figura 4.1: Diferenciabilitat.

Escrivim la funco f explicitament en els seus components,
flz1, 20, .. xn) = [fi(zr, 2, ... 2p), fa(T1, @2, oy T)y e ooy fr(T1, @2y oy )]
a continuad calculem les derivades parcia% onj=1,....mii=1,...,n.
Definici6 27. (Derivada parcial.)

g—g ve donada peliinit segient,
gfz (21,9, ) = }Llﬂ% filxi,22,...,zi+h, .. .},Lq:n) — fi(z1, 20, ... ,xn).

Teorema 22. Sigui A C R™ un conjunt obertif : A — R™ una funcé diferen-
ciable. Aleshores, les derivades parci% existeixen, i la matriu de la fun@i
lineal D f (z) ve donada per

9h  ofh .. 9N
Ox1 Oxo Oxn
Ofs 0f2 .. Of2
oz Oxo 0Tn
Ofm  Ofm .. Ofm
o0z Oxo 0Tn
on cada derivada parcial edtavaluada ar = (z1,z9, ..., x,). Aquesta matriu

s’anomena Matriu Jacobiana dgé
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Definici6 28. (Gradient de la fun@ f.)

Siguif : A ¢ R — R una funco diferenciable. EIl vector que te com
components els mateixos elemebts(z) s'anomena gradient de la furtif, i el
denotem pexy f, &s a dir.

_ (o of of
vf= (a—ma—mﬁ)

El gradient te la propietat d’apuntar en la dirécde maxim creixement de la
funcio f.

4.3 Continuitat i diferenciabilitat.

Recordem del&lcul elemental que una furicdiferenciableés coninua. Aixo es
forca intuitiu perqe poder dibuixar una tangent a cada punt de la fudsiuna
condicb més forta que no tenir “que aixecar el tgykf per dibuixar la fund@”.
Aquesta idea es pot generalitzar.

Teorema 23. (Propietat de Lipschitz).

SiguiA C R™ un conjunt obertif : A — R™ una funcd diferenciable er.
Aleshoresf és coninua. De fet, per caday € A existeix una constant/ > 0 i
un nimerody > 0 tal que||z — x| < d implica || f(x) — f(zo)| < M|z — xo]|.

4.4 Derivades direccionals.

La matriu jacobiana representa utode efectiu per computdp f, basat en les
derivades parcials. Necessitem (pestar segurs que I'exestcia de les derivades
parcials implica I'existncia deD f. En general ai& noés veritat.

Teorema 24. Sigui A C R™ un conjunt obert if : A — R™. Suposeny =
(f1, f2,--., fm). Sicada una de les derivades parci%% existeix iés una fund
confinua enA, aleshoresy és diferenciable ed.

Ara podem introduir les derivades direccionals.

Definicid 29. (Derivada direccional.)
Sigui f una funco real definida en un entorn d&) € R™ i siguie € R™ un
vector unitat. Aleshores,

d . f(zo+te) — f(xo)
af(:co +te) t=0 P—{% t

s'anomena la derivada direccional deen el puntz, en la direccé e.

En altres paraules, la derivada direccional es senzillament la taxa de canvi de
la funcio f en la direcdd e. La figura 4.2 il.lustra aquest concepte pel cas d'una
funcio f : R? — R.
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z = f(Xg)+Df(xg)(X-Xg)
® f(xp)+Df(xg) te

& N

fXgtte

Pendent de s = tg6 = derivada direccional

Figura 4.2: La derivada direccional.

La derivada direccional en la dire6at és igual aD f (zg) - e. Aix0 és fcil de
veure a partir de la definigide D f (z¢) ambxz = z( + te:

f(xo +te) — f(xo)
| "

si |t| és prou petit. Aikdoncs, sif és diferenciable en el punt aleshores les
derivades direccionals existeixen i estan donades per

f(zo +te) — f(zo)
t

— Df(xo) - el <cle|| perqualsevot > 0.

lim

t—0

= Df(xo) - e

La idea de derivada direcciond una generalitzazde la idea de derivada parcial.
En particular, notem qugzii és la derivada de la furtif en la direcad de lai-
esima coordenada, i.e. aral= (0,0,...,0,1,0,...,0).

4.5 Lareglade la cadena.

Aquestaés una de les reglesasimportants de la diferenciéci

Teorema 25. Sigui f : A — R™ una funco diferenciable definida en el conjunt
obertA C R", isiguig : B — RP una funco diferenciable definida en el conjunt
obert B C R™. Suposem qug¢(A) C B. Aleshores, la funéi composta o f és
diferenciable emd i D(g o f)(xzg) = Dg(f(z0)) o D f(x0)-
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Per exemple, imaginem, quev, f son funcions reals de dues variables. Ales-
hores, 5 oro 010
— U v

4.6 Laregla del producte i els gradients.

La regla del producte tandtanomenada de Leibnitz diu el $emt,

Teorema 26. Sigui A C 1™ un conjunt obert. Siguirf : A - R™ig: A — R
funcions diferenciables. Aleshoregf és diferenciable i pex € A, D(gf)(x) :
R — R™ ve donat peD(gf)(x) e = g(z)(Df(x)-e)+ (Dg(x)-e)f(x),Ve €
R

Abreviadament, podem escriure,

D(gf) =gDf + (Dg)f,

amb el sentit prés del teorema.
Per cocients podem adaptar el teorema anterior considerant elcasr ob-

tenir, quary # 0,
[\ _9Df —fDg
D(=)="7———=.
() ="
Altres regles de la diferenciacapareixen a partir de la linealitat de 'operador
D:
D(f+g9)=Df+ Dy
D(\f) =ADf, perA e R

4.7 Elteorema del valor mig.

Teorema 27. (i) Sigui f : [a,b] — R una funcd continua i diferenciable a
(a,b). Aleshores podem trobare [a, b] tal que

(ii) Sigui f: A C R™ — R una funco diferenciable en un conjunt obedt Per
qualsevol parell:, y € A tal que la seva combinagilineal L = (1 — \)z +
Ay € Aper) € [0,1] existeix un punt € L tal que,

fly) = f(z) = Df(c)(y — ).

(iii) Sigui f : A € R™ — R una funcod diferenciable en un conjunt obes.
Suposem qué € Ai f = (fi, fo,..., fm). Aleshores, existeixen punts
c1,¢o,...,cm €nltal que

La figura 4.3 il.ustra la part (i) del teorema.
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A tg(8) = '(c)

fo) f - os —

f(a) /

b-a :

a c b
Figura 4.3: Diferenciabilitat.

4.8 Elteorema de Taylor.

Per poder enunciar el teorema de Taylor necessitem, abans, introduir les derivades
d’ordre superior.

Teorema 28. Sigui f : A € ®™ — R una funcd dues vegades diferenciable en el
conjunt obert4. Aleshores la matriD? f(z) : R* — R és,

*f >’f >’f
81‘% Or10xy 0x10xn
>’f 2*f >’f
Ox20x1 830% to Ox20xn
2f 9 f 92f
0xrndr1  Orndzry ox2
on cada derivada parcial eadtavaluada en el punt = (z1, 22, ..., 2,).

Per derivades de tercer ordre i superiors procedim de forma semblant.
Una propietat molt important de la segona derivadda simetria, es a dir, la
matriu del teorema 28s sinetrica:

Teorema 29. Sigui f : A € ®™ — R una funcd dues vegades diferenciable en el
conjunt obertA. Suposem que les funcioggjéixj son contnues. Aleshored)? f
és singtrica, és a dir,

*f 0*f

Ba:iaa;j - 695]6901

Aquest teorema permet demostrar que les derivades d’ordre superiér4amb
simeétriques en condicions semblants.
La continttat exigida en el teorema 29 dona lloc a laisegft definico:
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Definici6 30. Diem que una funéi és de class&” si les primeres: derivades
existeixen i 8n funcions conhues. En altres paraules, les derivades parcials fins
I'ordre r existeixen i 8n funcions conhues.

Finalment poden enunciar el teorema de Taylor.

Teorema 30. Sigui f : A C & — R una funcd de classe&’” en el conjunt obert
A. Considerenx, y € A tal que la seva combinaeilineal L = (1 — Nz + Ay €
A (X €]0,1]). Aleshores, existeix un punt L tal que,

r—1

F) = F@) = X DM@y =2,y =)+ DTy~ .y )
k=1

on

n k
Dif(x)(y—=,...,y—x) = Z ( o7

1 m)(%l N xll)(ylk 7'/”1"1'1@)

11, =

Una forma né&s familiar d’escriure el teorema de Taylor apareix introduint el
seglent canvi de variabley = x + h. Aleshores, el teorema de Taylor es pot
reformular com,

fla+h)=f(x)+Df(x) -h+--+ D" f(z)(h,...,h) + Ry_1(z, h)

(r—1)!
onR,_i(x,h) és el reste. A s,

Rr_l(l“, h)

— 0 quanh — 0.
10

Exercicis

1. Demostrar que, en generalf no esh determinat de formanica. (Marsden
p.156.)

2. Siguif : N2 — N3, f(x,y) = (22,23, y,2%y). ComputarDf. (Marsden
p.159)

3. SiguiL : R" — R™ una aplicad lineal (i.e. L(x + y) = L(z) + L(y) i
L(ax) = aL(z)). Demostrar qué L(x) = L. (Marsden p. 160)

4. Siguif(z,y,z) = x(siny)/z. Computar el gradient d&. (Marsden p. 160)

5. Demostrar qug¢ : R — R, = — |z| és coninua pero no diferenciable a
zero. (Marsden p. 161)

6. Verificar la regla de la cadena pgfu, v, w) = v?v +wv? i u = 2y, v =
sinz, w = e*. (Marsden p. 169)
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7. Siguif : R — Risigui F: R2 — R, F(z,y) = f(x,y). Verificar
oF oF

Tor y(?_y
(Marsden p. 170)

8. Computar ladrmula de Taylor fins als elements de segon ordre pery) =
sin(x + 2y) al voltant del pun{0, 0) (Marsden p. 181)
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Conjunts convexes ar'.

5.1 Conjunts convexes.

Intuitivament un conjunC és convex quan no te “forats”, o en altres paraules, si
Va,b € C qualsevol punt que es trobi en la recta que els uneix téngertany

a C. Aquesta defini@ intuitiva requereix que el conjurd es trobi definit en un
espai en el que la operacd’ajuntar dos punts amb una segment sigui factible.
En consegencia I'exiséncia de conjunts coBxes nords te sentit en espais que
admetin algun tipus d’estructura lineal. L'espasrsenzill entre aquedts I'espai
Euclidi ®™.

Definicid 31. (Segment.)
Un segment amb extremsb € R", que denotem coffa, b] és el conjunt de
punts de la forma
aa+pb, «>0,8>0,a+8=1.

Un puntc € [a, b] s"anomena una combindciineal convexa de i b.

Definicid 32. (Combinach lineal convexa.) Una combindzlineal convexa d’'un
namero finit de punta’ € R™, (i = 1,2,...,s) &s un punt de la forma,

S S
Zaiai, Zai =10, >0,(i =1,2,...,59)
i=1 =1
Definicid 33. (Conjunt convex.)
Un conjuntX C R" és convex si,b € X implica|a,b] C X.

Aquesta definid esh especificada en termes de dos punts del conjunt Per
podem tamb considerar unmero arbitrari de punts.

Teorema 31. Si X &s un conjunt convex, cdntes combinacions lineals convexes
de qualsevol amero arbitrari (peb finit) dels seus punts.

Un concepte ras restrictiu que el de conjunt conves el de conjunt estricta-
ment convex.

39
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Definicio 34. (Convexitat estricta.) Un conjunt C R" és estrictament convex si
a,b € X implicac € [a,b] € int(X).

La figura 5.1 il.lustra aquests conceptes.

Figura 5.1: Conjunts caexes, estrictament ceexes i no convexes.

5.2 Convexificaco.

Un conjunt arbitrariX C R™ no és necesgiament convex. Ara be, resulta natural
pensar en la possibilitat d'afegir un conjunt de punts per tal d’'obtenir un conjunt
convex. Aquestés la base de la idea de la convexifiéattiun conjunt.

Definicid 35. (Convexificadd d’'un conjunt.)

Considerem un conjunt’ € R™ no convex. Diem que un conjufi{ X ) > X
convexifica el conjunk’ si és el superconjunt conveXesipetit possible del conjunt
X.

La figura 5.2 il.lustra aquesta defirfici
El teorema segent ens diu com construir el conjudf X).

Teorema 32. C'(X) és igual al conjunt de totes les combinacions lineals convexes
dels punts del conjunX.

Podem pab ser una mica #s fins a I'hora de constru@r'(X ). De fet, donada
la n-dimensionalitat dé&t™ necessitem considerar solament combinacions lineals
convexes deoeficients no negatius arbitraries de comaxim den + 1 punts.

Lema 2. Siun punt: el podem representar com una combirgd@ieal no negativa
d’un nimero finit de punts’(: = 1,2,...,s) deR", una combinad@ lineal no
negativa adient de un axim den punts d’entre els’ és suficient per representar
x.
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4 )

C(X) X

- J
Figura 5.2: Convexificabide X perC(X). Z no convexificaX.

Demostradd. Sis > n, podem representarcom una combinadilineal no nega-
tiva de un naxim des — 1 punts entre elg’. De fet, donat que > n, aquests:*
sobn linealment depenents, el que vol dir que hi ha una @lawal no trivial

Zs:ﬂle =0.
=1

Considerem ara
S
x = Zaixi, a; >0,i=1,2,...,s)

=1
Sense prdua de generalitat, podem suposar que alguns3getm positius. Defi-
nim a continuad, o
6 = min —, perg; > 0.
Bi

Aleshores, podem escriure

s

x = Z(ai — 00"

i=1

Notem quer; > 63;. Si3; < 0, aix0 és trivial a partir de la no negativitat de Si
B; > 0, aleshores per construbaied tamke és cert quey; > 0;.

A més,«; > 0; es redueix ay; = 65; per al menys urs; > 0.

En consefiéncia, tots els termas; — 63; sbn no negatius i alguns d’ell$s
zero. Aixo vol dir que podem representacom una combinadilineal no negativa
de com a mxim s — 1 punts entre els’. Reiterant aquest argument podem anar
eliminant un per un punts’ fins aconseguir que una combin@atineal no negativa
dels restants puntg, com a n&ximn, representi. O
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Aquest lema permet “afinar” la construcgroposada del conjutit(X') proposada
en el teorema 32.

Teorema 33. La convexificad C(X) del conjuntX C R™ és igual al conjunt de
tots els punts representats per

n+1
x:Zami,Zn—l—laizl,oz——izO(i:l,Q,...,n+1)
i=1 i=1

on elsn + 1 puntsz® son linealment independents én

Una consegenciadbvia de la definid de convexificad d’'un conjuntés que
un conjuntX és convex sii noms siX = C(X).

5.3 Topologia dels conjunts convexos.

Teorema 34. Un conjunt convegs connex.
Teorema 35. Considerem un conjunt’ convex. Aleshores,
(i) La seva clausuragl(X) tamke és convexa.

(i) Sia e Xibe c(X) cadapunt en el segmefat, b] (excepte pot sdr) és un
punt interior deX.

Corolari 2. L'interior d’'un conjunt convexs tamk convex.

5.4 Aplicacio: les preferencies del consumidor.

Considerem un consumidor que podem representar perna de prefegncies

Definicio 36. (Prefeencies convexes.) Diem que I'ordre de prefaieses convex
Si

(1) el conjunt d’alternatives sobre el que I'ordre astefinités convex;
(2) donats dos punts, b tal quea > b,Vc € [a,b],c # b,c = b;
(3) donats dos punts, b tal quea ~ b,Vc € [a,b],c # b,c = b.

Definicid 37. (Prefeencies estrictament convexes.) Diem que I'ordre de prefdes
és estrictament convex si

(1) el conjunt d’alternatives sobre el que I'ordre astefinités convex;
(2) donats dos punts, b tal quea > b,Vc € [a,b],c # b,c = b;

(3’) donats dos punts, b tal quea ~ b,Vc € [a,b],c # b,c > b.
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>

Figura 5.3: Pref@mcies comexes iestrictament corexes.

La figura 5.3 il.lustra aquestes definicions.
Podem derivar varies implicacions del ssji de convexitat de les pretsicies
del consumidor.

e un ordre de prefé@ncies (estrictament) convex exclou els bens indivisibles.

e el conjunt de punts preferits o equivalents a qualsevol gsnin conjunt
convex.

¢ sil'ordre de prefegnciaés estrictament convex, la relagnarginal e substi-
tucio és decreixent.
Exercicis
1. Demostrar que les solucions d’'un sistema de desigualtats lineals
ax1Tr1 + axoxz2 + -+ axpTn = b>\ ()‘ € A)

formen un conjunt convex &". (Nikaido p.16)
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Capitol 6

Teoremes de separadi per
conjunts convexes.

6.1 Hiperplans.
Considerem un plg a ®? que passi pel purd = (a1, az,a3), i considerem un
vectorp = (p1,p2,p3) # (0,0,0) (veure figura 6.1). Dir que és ortogonal &

vol dir quep és ortogonal a qualsevol recta del pla.
Prenem un punt arbitrari del pla,c p. El vectorp ha de ser perpendicular al

vectorx-g, i.e., el producte escalar
p(x-a) =0
és I'equaadd general del pla & que passa pel puat
Definicio 38. (Hiperpla a®™.) Un hiperpla aR™ que passa pel purd i s or-

togonal al vectop = (p1,p2,...,pn) # 0 &s el conjuint de tots els purtsque
verifiquen

p(x-a)=0
Alternativament podem definir un hiperpla com,

Definicio 39. SiguiX c R", 5 € R. Un hiperplaés el conjunt de punts
p={zeX|> pi=p0}
i=1

Aix 6 vol dir que per dos punts arbitrarisy del hiperpla, es verifica x =
py = (3, de manera que podem escrip(®-y) = 0 que implica que &s ortogonal
al hiperpla.

45
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Figura 6.1: Pla &2,



6.2. HIPERPLANS SUPORT. 47

6.2 Hiperplans suport.

Sigui f(z) una funco definida aR”™. Suposem qués de class€'! i considerem
un punta € R" tal que una de les derivades parcials no s’anuta aleshores,

I'expresso
1o
> {ai]xa(gji —a) =0

=1

representa I'equagidel pla tangent en el punta la hipersupet€ie f(z) = f(a).
A R aquesta equatinones diu que la derivada de la fudcf en el punts: ve
donada per la pendent de la fum@n el punt.

Definici6 40. (Funcid convexa.) Diem que una fubaieal f(x) definida sobre un
conjunt convexX C R"™ és convexa Si

FOz+ (1= XNy) <Af(x) + (1 =N f(y), Yo,y € X, A= 0.

Lema 3. Siguif(x) és convexaeR”. Considerem ara el conjut = {z|f(z) <
f(a)}. Es clar quen € X de manera queX # (). AleshoresX és convex.

Demostradd. Si f(xz) és convexa,

fOz+ (1= XNy) <Af(x) + (1 =N f(y) < fla)

per qualsevol combinaeilineal convexa\z + (1 — A\)y de puntse,y € X. Per
tant X és convex. O

La figura 6.2 il.lustra aquest lema pgdefinida ak.

Definici6 41. (Hiperpla suport deX.) SiguiX € R™ un conjunt convex. Un
hiperpla}_!" , ojz; = 3 s'Tanomena hiperpla suport d¥ si,

(1) X estrobaen un dels dos semiespais tancas,, a;z; < 0> " | az; >

B,
(2) I'hiperpla te un punt en cotnambX.

Més espéificament, sk €s el punt d'intersecodide I'hiperpla amb el conjunk’,
parlem de I'hiperpla suport d& en el punta.

Lema 4. Sigui X C R™ un conjunt no buit, convex i tancat. Considererg X.
Aleshoresly e XipeR", pAOtalquep- 2 <p-y<p-z, Vr € X.

Demostradd. En primer lloc escollimy € X com aquell punt d& mes pdxim a
z,i.e.y = min|r — z|, Yz € X. La continttat de la norma euidea i el fet de
gue X és un conjunt tancat ens asseguren que tal punt existeix.

Definim, a continuadip = y — z.
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A

1)

)

M) +pfy)|--------------

10| '
f(X) === :

<l o2
v

Figura 6.2: Convexitat d& C .

Demostrem a continuatia desigualtat de I'esquerra del lema: z < p - y.
Aix 0 és inmediat:

p-z=p-z—p-y+tp-y=p-(y—2)+py=p-(-p)+p-y<p-y

Per demostrar la desigualtat de la dretag§ < p - x, Vo € X) procedirem per
contradicod.

Donat queX és convex, qualsevol punt= az+(1—a)y = y+a(x—y), a €
[0, 1] tamke pertany al conjunk .

Considerem
e—yf =l —wf =z =y — |z =y —a(z —y)|?
=(z-y)(z-y) -z -9z —y) = 2a(z —y)(x —y) + *(z — y)(z — y)]
=2a(z —y)(z —y) — *(z — y)(z — y)] = —2ap(z —y) — *(z — y)(z — )]
=—a2p(z —y) + a(z —y)(z — y)]

Suposem, a senso contrario, z < p - y. Aleshoresp(x — y) en I'expressd
anterior es negatiu. En cons@umcia, per prou petit|z — y|> — |z — w|? > 0, és
adir, |z — y| > |z — w|, pero aid és contradictori amb el fet de queesta definit
com aguell element d& més proper a. O
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Aquest lema ens diu que per un conjunt no buit, tancat, convex i que no inclogui
tot I'espai, podem trobar un hiperpla que separi aguest conjunt d’un punt de fora
del conjunt.

Aquest lema es molt important per demostrar els teoremes que enunciarem a
continuacd.

6.3 Teoremes de separa0i

Presentem dos teoremes de separaki primer considera la possibilitat de defi-
nir un hiperpla separador en respecte a un conjunt convex. El segon considera la
separad de dos conjunts convexos.

Teorema 36. (Minkowski) SiguiX € ™ un conjunt convex. Aleshores podem
construir un hiperpla que passi per un puntseparador petX siz ¢ int(X).

Demostradd. Hem de distingir dos casos.

Siz ¢ X, aleshores una aplicd@cdirecta del lema 4 prova el resultat.

Siz € 9(X), considerem una ségncia de punts’ ¢ X tal quez’ — =z.
Sigui p¥ la corresponent sé@ncia de normals escollits de manera que tinguin
longitud unitat. Aquesta ségncia estroba en I'esfera unitat (que es un conjunt
compacte), de manera que te una subgegia convergent que te cormit la
normap requerida. O

Les figures 6.3 i 6.4 il.lustren aquest teorema.

Figura 6.3: El teorema 36 perZ X.

Teorema 37. SiguinX, Y € R" dos conjunts convexos, no buits tal gi¢\ Y =
(). Aleshores podem construir un hiperpla separador d’agsbecbnjunts, i.edp €
R, pAOtalquep-z>p-y, Ve e X,yeY.
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Figura 6.4: El teorema 36 perc 9(X).

Demostradd. Definim K = X —Y. K &s un conjunt convex. Donat qugY =
), 0 € K. Podem aplicar el lema refseplemma de maneradgual quep - z >
p-0=0,Vz € K. Definimz =z — y. Aleshoresp -z > p - y. O

La figura 6.5 il.lustra aquest teorema, sota diferent®sit sobre els conjunts
X iY. El cas (a) considera que an@izdconjunts &n tancats, els casos (b) i (c)
il.lustren el tearema pel cas en que ar®donjunts no@n tancats.

@ (b) (©

Figura 6.5: El teorema 37.



6.4. APLICACIO: LECONOMIA DE ROBINSON CRUSOE. 51

6.4 Aplicacio: Leconomia de Robinson Crusoe.

Considerem una economia amb un individu que ha de prendre de forma combinada
les seves decisions de produticconsum. Aquestas la situad en la que es troba

en Robinson Crusoe. Per fer 'argument senzill suposarem solament dos bens, el
treball d’en Robinson i I'aliment que produeix amb aquest treball. Finalment a
efectes de representaagjrafica adoptarem la convelclinputs negatius” de ma-

nera que els conjunts que considerarem seran subconjunts del segon quadrant.

Les decisions de Robinson com director de produesipoden subdividir en la
determinad de la quantitat dels recursos naturals que ha d'utilitzar, i en I'éecci
del metode per combinar aguests recursos amb el seu treball per produir aliments.
A aquestes decisions les anomenawgnisions d'oferta Formalment, aquestes
decisions conjuntes d'utilitzatide recursos i de produéctonsisteix en escollir
un puntw en unconjunt d'ofertal’’ en I'espai de bens format per treball i aliments.
Suposem que aquest conj@st convex i tancat.

Per altra banda tenim les decisions de Robinson com treballador i consumidor
d'aliments. Es a dir, hem de determinar si Robinson pot oferir la quantitat de
treball indicada per I'abcisa d’algun punte 1. Aquesta considerais’expressa
a partir d'unconjunt de consunX, que cong tots els punts: que representen
combinacions de provigide treball i consum d’aliments que permeten sobreviure
a en Robinson. Suposem que aquest corgariamig convex i tancat.

Suposarem que la intersegai’ambds conjunts, el que anomenearanjunt
factible A no és buida. Suposem que aquest conpmafitat. A nes, donat que
A = WX, el conjunt factibleés tancat. Per tand és compacte. Aquesta
situacb es representa en la figura 6.6.

6.4.1 Les prefeencies d’en Robinson.

Suposem gue com consumidor en Robinson pren les seves decisions d’acord a un
ordre complert de prefénciessobre els punts del conjunt de constim Aixo0 és
una regla de decigiamb les sdggents propietats:

e Vr € X,z = x (reflexivitat),

e Vr,y,z€ X, six > yiy > zaleshores > z (transitivitat),
e Vr,ye€ X,x > yobey > x,

o Vr,y€ X,siz > yiy > x, aleshoresy ~ y.

L'ordre s’aplica postulant que per cada subconjunt de punts del conjunt de
consum que li resulti factible, Robinson seleccionara sempre que li sigui possible,
un preferit 0 equivalent a tots els démpunts del conjunt factible.

Suposarem, finalment que aquest ordre de prafiesés representable amb
una funcd d'utilitat confnua. La figura 6.7 mostra el mapa de corbes d’indi-
ferencia corresponent a les prafacies d’en Robinson.
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'\ Aliments

-
Treball

Figura 6.6: El conjunt factible d’en Robinson Crusoe.

A Aliments

-
Treball

Figura 6.7: Les preféncies d’en Robinson Crusoe.
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6.4.2 Les decisions d’en Robinson.

Combinant les prefencies d’en Robinson amb el conjunt de prodaqeddem
identificar els punts millors dins del conjunt factible. Suposem que hi h&aom
puntz € A queés el preferit o equivalent tots els punts del conjunt factible. Com
la funcio d'utilitat &€s coninua i el conjuntd €s compacte, estem segurs que aquest
punt existeix. A nés com les preféncies 6n convexes, aquest punt ha de trobar-
se a la frontera del conjunt i del conjuntWW. Fixem-nos que si ¢ 0W, voldria

dir que3dx’ € B.(z) tal quez’ = x, (recordem que les prefancies no tenen cap
punt de saturab) de manera que no seria naxim i obtindiem una contradicéi

Suposem tanb (encara que nés estrictament necessari) que existeix un sis-
tema de preus amb ajuda del qual en Robinson pot separar les seves decisions com
a productor i com a consumidor.

Definim el conjuntX (z) = {y € X|y = z} de punts del conjunt de consum
que $n preferits o equivalents a. Aquest conjunt el denomineronjunt no
inferior a z i €s un conjunt convex com a congeqcia de la convexitat de les
prefeeéncies. En altres paraule¥(z) () A = x. Suposem peiiltim, que podem
dibuixar una recta separadofadel conjunt d’ofertal’ i del conjunt no inferior
X (z). Tecnicament, aquesta redtaés un pla suport d’amiéd conjunts i per tant
I"Gnic punt en cora entre aquest pla i els conjuni§(x) i W és precisament el
puntz. La situacd es representa en la figura 6.8.

P

X*
p
- 0
Treball L*

Figura 6.8: Les decisions d’en Robinson Crusoe.

Sota aquestes condicions, en Robinson pot separar les seves decisions de pro-
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duccb i consum d’acord amb el procediment egt.

A partir de la pendent de la recfa en Robinson pot definir dos preus (no
nuls), un pel treball i un altra pels aliments. Com director de produescull
aquell punt del conjunt de produécgque maximitza el seu ings. Aquesgs el
puntz. La magnitud d’aquest ing§s ve donada per el segméptmultiplicat pel
preu dels aliments. El Robinson productor iegassigna aquest irggr al Robin-
son consumidor-treballador com renda no derivada del treball. A partir d’aquesta
renda, el Robinson consumidor pot assolir un conjunt de combinacions de treball
i consum, intercanviant treball per aliments als preus donats. Aquest césjimt
part del segon quadrant per sota de o en la rBctains d’aquest conjunt, la millor
eleccb és el puntr.

Donat que la selecidel millor punt tant com a productor i com a consumidor
condueix al mateix punt diem que les decisions d’agsddobinsonsén compati-
bles. La conclugi d’aquest argumeréis doncs que sota certes condicions existeix
una recta separadora que defineix un sistema de preus que fa possible la descentra-
litzacio de las decisions de produédiconsum.

Aquest argument es pot generalitzar a Gmero arbitrari de dimensions. Aquest
és el contingut de la ségnt,

Proposicio 1. Si els conjuntd? i X sbn convexos i tancats, si el conjunt inter-
seccd A és compacte i no buit, i si 'ordre de pretsiciaés convex, aleshores
existeix un punt queés el millor en el conjuni.

Si el conjunt4 no coné cap punt de saturagj aleshores, qualsevol punt que
sigui millor pertany a la frontera del conjunt d’ofertd’. A cada un d’aquests
punts, se li pot associar un sistema de preus, no tot nuls, tal que

(a) el maxim ingies assolible en el conjunt d’oferta s'é@

(b) la despesa necemsa per que el consumidor po@a assolir un punt preferit
a x és superior o igual a la que permet adquiir

Si existeix rés d’un punt qués millor dins del conjun#, es pot trobar urunic
sistema de preus tal que les afirmacions (a) i (b) sigdilides per tots els punts
d’aquest tipus.

6.4.3 El paper de la convexitat.

La proposicd 1 encara que interessants presenta dues dificultats. Per una part,
la part (b) admet la possibilitat d’'un punt preferitvaassolible amb la mateixa
despesa que la necasa per obtenirz. Si tal punt alternatiu existeix, no podem
afirmar quer sigui el punt millor entre tots aquells que el Robinson consumidor
pot comprar. Per altra part, la proposicio garantitza la unicitat del punt maximit-
zador d’'ingressos pel Robinson productor ni del punt maximitzador d'utilitat pel
Robinson consumidor. La cond@émcia d’ambdues dificultaés que el sistema de
preus no permet per ell mateix una descentraliteaompleta de les decisions de
producco i consum.
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Podem doncs reformular la proposicl introduint supsits de convexitat es-
tricta.

Proposicio 2. Suposem que és un punt millor en el conjunt assolible i s un
punt de saturad; suposem que el conjunt d’oferi® és estrictament convex en
x; suposem que el conjunt de consiihés estrictament convexioc int(X); su-
posem finalment que I'ordre de predsrciaés representable i estrictament convex.
Aleshores, existeix un sistema de preus talggés I'tnic punt del conjunt d’oferta
en el que es maximitza I'ings i a nésés I'tunic punt millor dins del conjunt de
consum entre aquells tal que la despesa neo@sper assolir-los no supera al
cost der.

Aquesta formulad encara que permet superar ambdues dificultats resulta massa
exigent en termes de sogits (per exemple, la convexitat estricta del conjunt de
producco implica rendiments decreixents a escala). Per tant, normalment, aban-
donarem la dificultat associada a la unicitat de la resposta optimitzadora i ens con-
centrarem en les condicions sota les que una vegada identificatiomel podem
sostenir mitjanant un sistema de preus.
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Capitol 7

Teoremes de punt fix.

Sigui X un conjuntif(z) : X — X una funco de X en si mateix. En general
cada puntr de X es projecta mitjarent f en un puntf(z) que pot ser diferent
dex o pot coincidir amhe. Un puntz amb la particularitat que te com imatge ell
mateix s’anomena upunt fix de la fund@ f.

L'existéncia de punts fixos dep crucialment de les propietats topoiques de
X idelafuncd f.

Enunciarem dos teoremes que donen condicions per asseguraagtiekiste
punts fixos. El primer es deu a Brower. Aquest considera el cas dempacte
i convex i f confnua. Tamk presentarem una generalitZaci'ageust resultat
desenvolupada per Kakutani.

Teorema 38. (Brower)

SguiX C R™ un conjunt compacte, convex i no buit. Sigui X — X una
funcio contnua que associa un puste X a un puntf(xz) € X. Aleshoresf te
un punt fixz de manera que = f(7).

La figura 7.1 il.lustra el teorema de Browekha

57
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X
X

Figura 7.1: El teorema de Brower.
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