Capitol 1

Introducci 0.

Quineés el contingut de la teoria de jocs?, gasl’origen de la teoria de jocs?; on
va la teoria de jocs?;0en ens pot ajudar la teoria de jocs?. AquestesBeguntes
que ens il.lustram sobre l'inteés que & la teoria de jocs pels economistes.

Definim un joc (no degenerat) com una sitaon agents amb objectius en-
frontats interaccionen. En I'adcide conduir un cotxe estem jugant un joc amb
els altres conductors dels altres cotxes; si participem en una subhasta estem jugant
un joc amb les altres persones que tarhbparticipen; quan el director d’un su-
permercat decideix el preu de venda de les llaunes de sardiregjgastt un joc
amb els seus clients i amb els supermercats de la cemgat quan un sindicat
negocia el conveni col.lectiu amb una empresa, d@sla$tan jugant un joc; I'ad-
vocat defensor i el fiscal juguen un joc quan decideixen quins arguments presentar
al jutge.

Ates que totes aquestes situaciods fcs,és clar que la teoria de jo&s
important. Essent radicals pdem dir que les @ncies socialst una disciplina
de la teoria de jocs. Un sopit fonamental de la teoria de jocs (i de qualsevol
teoria en lambit de I'economiags que els agents actuen de fomaeional. Aixo
no vol dir que considerem que els agesgsnpreactuen de forma racional, ger
tampoceés veritat que les persones sempre iactwacionalment. La majoria de
nosaltres mirem de gastar els diners de forma raonable, i la majoria de vegades
no ho fem massa malament. D’altre manera, la teoriad@oda no tindria sentit
ni contingut. Encara que no prEem totes les contirgcies davant d’'una de-
cisio, aixo no vol dir que actuem de forma irracional. De fet, la teoria de jocs
permet explicar amb forca predsel comportament de plantes i insectes cap dels
quals podem dir que pensin. El seu comportargemaicional perciels elements
irracionals han estat extingits per la via de I'evoucDe la mateixa manera po-
dem pensar que I'evolutipot extingir altres tipus de comportaments inadaptats o
marginals en contextos socials. Per exemple, empresed$nuirigides de forma
poc professional tendeixen a desapeer de I'escena. El text que esteu a punt de
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2 1.1 Descripcd d’'un joc.

comencar representa un intent de posar a I'abast dels lectors interessats una pre-
sentaadd senzilla del contingut de la teoria dels jocs. Abans de res cal aclarir que
toti que els jocs de sobretaula taendsstan continguts en I'afisi de la teoria dels

jocs, el lector no trobaren aquestes planes un manual @& guanyar al poker,

als escacs o al dombnposem per cas. L'objecti@s molt nés ambiads (i molt

menys prosaic). Es tracta d’aprendre a pensar sobre com abordar una stuaci

la que una persona ha de prendre decisions que no solament I'afectaran aella sin
tamke a altres persones que es troben involucrades en el jocs i amb les que te un
conflicte d’interessos.

Per poder assolir I'objectiu de fer aquesta preseatdeila teoria de jocs en-
tenedora i amena, es molt aconsellable que el lector estigui familiaritzat amb les
tecniques del @cul diferencial. Sense aquest requisit de base, el lector encara
gue poda obtenir una idea general del contingut de la teoria de jocs, n@podr
captar les subtileses d’alguns conceptes fonamentals com per exemple I'equilibri
de Nash o I'equilibri perfecte en els subjocs. En altres paraules, es com aquell
individu que es compra un Ferrari per circular per unicd@carro. & un vehicle
d’unes prestacions d’somni de les que no pot gaudir.

Per procedir en cert ordrédic i de dificultat creixent, comencarem amb la
descripad d’'un joc i oferirem exemples entenedors. A contingadotroduirem
una einacnica lasica en I'aalisi dels jocs: la teoria de I'utilitat esperada. Per
altim, presentarem la manera com representem un joc, el que ens donara peu a
parlar de lainformaéi de que disposa el jugador quan ha de prendre decisionsiles
consegéencies que la riquesa o pobresa d’'aquesta infonacsobre el resultat
del joc.

1.1 Descripcd d'un joc.

D’acord amb el diccionari, un joés qualsevol passatemps o diversDonada
'amplitud d’aquesta definidii per fer-la operativa hem de mirar d’organitzar-Ila.
Aixi podem distingir entre, per exemple,

e jocs de sobretaula

— tablero

% 2 jugadors: escacs;

« n jugadors: monopolyr{ € (2, 8]);
— cartes

x 1 jugador: solitari;

« N jugadors: pokerd € [2,7]);
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x parelles: bridge;
e videojocs
— 1 jugador;
— njugadors (en xarxa);
e jocs esportius

— individuals: tennis, patinatge;
— equip: hoquei, futbol, &squet, handbol.

Tots aquests exemples estan coberts per la défidiijoc. Per tant han de tenir
algunes caractestiques en comn Aquestes@n fonamentalment quatre:

(a) Tots els jocs teneregles és a dir, una descriptide les accions que cada

jugador pot fer en cada situéailel joc. La violaod d’aquestes regles ast
penalitzada.

(b) En tots els jocs, lesstrakgies(plans d’accions) dels jugadorérsimpor-

tants. Un dels objectius de la teoria de jocagmecisament diferenciar les
estraégies bones de les dolentes.

(c) En tot joc hi ha umesultat é€s a dir, qui guanya i guguanya.

(d) En tot joc (amb ras d'un jugador) hi hinteraccb estraggicg és a dir, el
resultat del joc degn de les estragies dels jugadors.

Aquestes caractistiques comunes ens permeten oferir una defimiperativa
d’'un joc.

Definicio 1.1 (Joc).Un joc és una situa@ governada per regles amb un resultat
ben definit caracteritzat per la intera@iestrakgica entre els jugadors.

Aixi doncs, per la teoria de jocs, qualsevol sitbagie satisfaci aquesta defini-
cid és un joc. Aquest@&s una concepaimolt amplia del concepte de joc. En

particular, aquesta definiiinclou situacions que el diccionarb defineix com
jocs. Per exemple,

e Compeéncia entre empreses (Jocs d’empreses)

regles : llei de contractes, de la propietat, de defensa de la campiet, de
salut publica, de documentatzicomptable, etc.

resultat : beneficis, quota de mercat, cotitzade les accions, etc.
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estrategies: preus, quantitats, publicitat, tipus de mercat en els que operar,
tipus de contractes als empleats, etc.

interacci6 estrategica : el resultat per una empresa no solamenedepe
les seves decisions sitamte de les decisions de les altres empreses.
(e.g. Coca-Cola vs. Pepsi-Cola; IBM vs. Compac, ...)

e Negociacions ecanmiques: Executiu vs. Legislatiu per aprovar la Llei de
Pressupostos, reunions del G-7, del GATT, etc.

e Negociacions pdliques: EU, Bsnia, Kosovo, paper deliRsia a Europa,
etc.

A la vegada pe, la teoria de jocgs molt restrictiva en termes de la consid-
eracd dels jugadors.

Definici6 1.2 (Teoria de jocs).La teoria de jocs es pot definir com I'estudi de
models mateatics de conflicte i cooperatientre agents racionals.

Els dos elements fonamentals d’aquesta debtrsmn les relacions de conflicte
i de cooperad entre els jugadors.

La situaco és deconflictepergie els interessos dels individus que interrela-
cionen en una situatide joc $n diferents. Jugar un ja&s com repartir un pastis.
Cada jugador aspira a obtenir el tro&smgran possible. Es important senyalar
gue aquest conflicte d’interessos pot tenir com a cdisegja que el tamany del
pastis a repartir no sigui tot lo gran que podria ser. En aquest sentit ens referirem
a la eficencia o inefigdncia del resultat del joc.

La situacd és decooperacd perqe un joc es pot entendre com un intercanvi
voluntari. Quan dos parts decideixen realitzar un intercanvi entreédlesrge
hi troben avantatges. Aquestes avantatges poden provenir de tres fonts diferents
(veure McMillan (1992)):

preferencies diferentsdel les parts. Diferents jugadors poden avaluar de forma
diferent I'objecte d’intercanvi, de manera que un d’ells valtirendré I'al-
tre voldm@ “comprar”.

avantatja comparativa de les parts. Diferents jugadors poden tenir diferents ha-
bilitats per produir un be o un servei, per resoldre uns tipus de problemes o
uns altres. Per tant el jugadoémeficient pot vendre la seva habilitat a un
preu res baix.

informacio diferent de les parts. En el moment de l'intercanvi, diferents ju-
gadors poden tenir informaxdiferent sobre I'objecte de l'intercanvi. Aque-
sta informaad diferent pot influir en la valoradide I'objecte de I'intercanvi
pels diferents jugadors, de manera que aquells agsatta valoraé seran
“compradors”, i els jugadors amb valoraciongsibaixes seran “venedors”.
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/11 preu alt| preu baix
preualt | 10,10 1,15
preu baix|| 15,1 4,4

Taula 1.1: Un joc de suma no-zero.

En qualsevol d’aquestes situacions, l'intercanvi §smtom coopera@) propor-
ciona guanys a totes les parts involucrades en el joc.

Una distinco important a I'hora d’analitzar un joes I'eficenciadel seu re-
sultat. Reprenent I'imatge del joc com el repartiment d’un pastis, direm que el
resultat del jo@s eficient si els jugadors obtenen el tros de pastis gnan al que
poden aspirar, i a &s el tamany del pastis objecte del repartingenél nés gran
possible. En aquest sentit podem distingir ejuos de suma zernojocs de suma
no zero

Els jocs de suma zero (relativament limitats) representen situacions on els
guanys agregats dels jugadotsonstants. & jocs de conflicte pur. En al-
tres paraules, el tamany del pastis es constaiinida preocupadiés analitzar
com les accions dels jugadors afecten a la distrébdel pastis entre els jugadors.

El que representen guanys per un jugador, represeeugs per un altre ju-
gador. La solu@ d’aquests jocs, per construgcés eficient. Pensem en un joc

de cara o creu, on si surt cara el jugador | es queda la moneda i si surt creu el
jugador Il es queda la moneda.

Els jocs de suma no zero (la majoria de situacions), aafifea dels anteriors
representen situacions on els guanys agregats dels jugadors i la diétdiaugie-
sts guanys, depenen de les decisions dels jugaddrs joSs que presenten una
disjuntiva entre conflicte i cooper@&ciConsiderem I'exemple sagnt (McMillan
(1992) p. 26): dues empreses competeixen en un mateix mercat de producte ho-
mogeni. Poden decidir entre un preu alt o baix. D’acord amb aquestes decisions
obtindran beneficis diferents. Aquests beneficis (en milions d’euros) es mostren
en la taula segent,

Sil'empresa bensaque I'empresa |l decidira el preu alt, la seva millor dexisi
ser utilitzar el preu baix perguaid li permet obtenir uns beneficis de 15 milions
en lloc dels 10 milions que obtindria si ella tagntbecids el preu alt.

Si 'empresa Ipensaque I'empresa Il decidira el preu baix, la seva millor
decisb senr utilitzar tamig el preu baix pergriaix® li permet obtenir uns beneficis
de 4 milions en lloc de 1 mili que obtindria si ella decisl el preu alt.

Veiem doncs que, en aquest exemple, independentment dél@oeiprengui
el jugador Il, el jugador | sempre trolagtim utilitzar el preu baix.

Podem fer un argument paral.lel per 'empresa Il, i conclourem que aquestes
empreses vendran els seus productes al preu baix i obtindran uns beneficis de 4
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milions cada una.

Aquest resultat del joc, des d’el punt de vista de les empresess aficient.
Agregadament, les empreses es reparteixen uns beneficis de 8 milions. En canvi
si ambdues haguessin decidit el preu alt agregadament es repartirien 20 milions.

Aquesta inefigéncia es conségncia de la disjuntiva entre el conflicte i la
cooperad entre els jugadors, i apareix molt fientment en els jocs de suma
no zero. Veurem qués inevitable si el joc es juga solament una vegada i els
jugadors no es poden comprometre de formabdeea portar a terme una certa
decisb (jugar el preu alt en el nostre exemple). En canvi, si el joc (i) es juga de
forma repetida, (ii) els jugadors poden observar totes les decisions anteriors, (iii)
els jugadors es poden comprometre, (iv) es poden penalitzar les desviacions dels
compromisos i (V) la valoradidels pagaments futués suficientment important
en respecte als pagaments presents per tots els jugadors, podem obtenir solucions
eficients.

La teoria de jocs s’ocupa de situacions on les decisions d’un agent te efectes
sobre el nivell de benestar d’altres agents. Wol Blternatiu, seguramentéas
acurat i menys suggerent d’activitatgliques, seria “Aalisi de situacions de con-
flicte”.

En el llenguatge de la teoria de jocs, un joc, com acabem de \&=sugealsevol
situacb en la que hi ha dos o&s agents implicats. Aquests agents els denominem
jugadorsi els suposennacionals Aix0 vol dir que els jugadors prenen decisions
consistents amb la consecbiclels seus objectius. Cada jugador te ahjectiu
la maximitzacd delvalor esperatjue el joc te per ell. Aquest valor espegatuna
mesura en una escalautilitat. Aquesta idea sobre el comportament dels jugadors
es remunta, com aimm a Bernulli (1738). La justificadi moderna, pér, es
deu a Von Neumann i Morgenstern (1947) en el que es coneix ctaola de
I'utilitat esperada Una adient comprenside les idees fonamentals de la teoria
de jocs requereix doncs I'estudi de la teoria de I'utilitat esperadesi@em general
de la teoria de la decigi(que inclou I'estudi de les probabilitats subjectives i la
formula de Bayes).

Abans de procedir per aquest damirarem d’aprofundir en el significat de la
teoria de jocs. Per aix considerem la ségnt definicd (equivalent a I'anterior).

Definicio 1.3 (Teoria de jocs).La teoria de jocses I'estudi de la soluéide situa-
cions de joc. Es a dir, 'estudi de quina esegta ha d'utilitzar cada jugador per
a obtenir el millor resultat possible.

En altres paraules, la teoria de jousmira de d’explicacdomla gent juga certs
jocs, sird que el seu objectias identificar les acciongptimes de cada individu
davant la interdepemhcia de les seves decisions amb les dels altres jugadors. A
la seva vegada, la identificécd’'aquestes accions ensaliel resultat que cada
jugador obtinda del joc.
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Els jugadors &n perfectes en el sentit de perfectament racionals en la for-
ma com pensen, raonen i en les seves habilitats mental$.déics, la corre-
sponancia entre jocs en la teoria de jocs i jocs de vida esatom la corre-
sponancia entre el consumidor ideal de la teoria del consumidor i el consumidor
real. Per tant podem dir que la teoria de jésda teoria del joc racional.

Es important senyalar ara que una carastiea no exgkitament mencionada
dels jocsés que els jugadors poden haver d’enfrontar-se a situacions que conte-
nen elements aleatoris o probadtics. En altres paraules, la informacie la que
disposen els jugadors en el moment de prendre una dexgsionamental en la
determinad del resultat del joc. Diem que un joc itformacb perfectaquan
cada jugador coneix les conggmcies de qualsevol dedisiie qualsevol jugador.
En altre cas parlem de jocsiaformacb imperfecta els jugadors prenen deci-
sions en condicions de risc.@d endavant seremés precisos en el tractament de
la informacb del joc.

Una conseigencia de la impoéncia de la informaéi de la que disposen els
jugadorsés, com ja hem mencionat abans, que un prerequisit per una bona teoria
de jocsés una bona teoria de la dedisacional amb risc (incertesa), taendnom-
enada teoria de I'utilitat (cardinal) esperada per Von Neumann i Morgenstern. Per
evitar confusions amb els mots, ara “utilitat’no es refereix a una represgaeci
prefeencies sib a que si les decisions en condicions de risc es fan de manera
racional,escom siel jugador assignes nivells d’utilitat ndmics als diferents re-
sultats possibles, i escullis 'aécamb “utilitat esperada”ds alta. Aquesta teoria
de I'utilitat esperada de Von Neumann i Morgenstern resulta una @isiasdper
I'estudi de la conducta dels individus racionals.

Igualment importanés assenyalar que la forma com els individus prenen les
decisions degn de si poden (sense estar obligats a) coordinar-se o no. En el primer
cas parlem dg¢ocs cooperatiusi la pregunta fonamental consisteix en esbrinar
quins acords (“coalicions”)@ consistents amb el comportament racional. Quan
els jugadors no poden comunicar-se entre ells (per raons legals, institucionals o
d’altra mena), parlem d@cs no-cooperatius

Lafigura 1.1 reprodida del llibre de Bacharach (1976) representa 'estructura
de la teoria de jocs (edica).

1.2 Exemples de jocs.

Veurem a continuaditres jocs que ens proporcionaran diferentsiaims.
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Figura 1.1: L'estructura de la teoria de jocs.
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1.2.1 Exemple 1: Cara o creu.

Aquestés un joc prou conegut. Dues persones tiren una moneda a I'aire per decidir
qui és el guanyador. Si surt cara guanya el primer jugador. Si surt creu, guanya el
segon. En aquest joc no hi ha manera de trobar unaegitiaptima (guanyadora)

per cap jugador. En realitat cada jugador sap que amb probabilitat 1/2 sortira cara
i amb probabilitat 1/2 sortira creu. En con&eqcia, lalnica manera de jugar
aquest jo@s anunciar amb probabilitat 1/2 cara (creu). Aquest comportament ens
donara la intici6 adient quan parlem d’estégfies mixtes.

1.2.2 Exemple 2: El joc dels pirates.

En un vaixell pirata hi ha sis pirates que acaben d’obtenir uindeoi 00 monedes

d’'or. Per repartir-se-les, ordenem el pirates per ordre d’edat, de manera que el
pirata rumero 1€és el nés vell, i el pirata imero 6€s el nés jove. Tots els pirates

sbn racionals.

El mecanisme per repartir les moneéssl sefjent: el pirata imero 6 fa una
proposta de repartiment i es vota. Si la propost& abtmenys la meitat dels vots
s’'implementa la proposta. Si no, es tira el pirati@ro 6 per la borda&é menjat
pels taurons) i el piratalimero 5 fa una proposta. Aquesta es vota en les mateixes
condicions, etc.

La proposta gegrica per un pirata parell (senar) consisteix en assignar una
moneda al pirates parells (senar®swgrans gu’ell, cap moneda als pirates senars
(parells) i ell quedar-se amb la resta. Bi&@s aix perqie donat que una proposta
necessita al menys/2 vots (onn és el umero de pirates en el vaixell), cada pirata
parell (senar) nogs necessita repartir monedes entre els pirates parells (senars).
La questd que ha de resoldre a continuaé&s quantes monedes ha de repartir
entre els altres pirates parells (senars). Naturalment, aquest ha de séginel m
possible. Es facil veure que amb una moneda per a cada un dels altres pirtes
parells (senarg)s suficient.

Quina proposta saracceptada? La resposta a aquesta pregunta ens propor-
cionara una intici6 molt important sobre la indudazienrera. Considerem la
taula 1.2 on representem diferents propostes pels diferents pirates. Recordem que
tots els pirates@ racionals i que tots coneixen el mecanisme per fer propostes.

Posem-nos en la situ@cdel pirata imero 6. Sap que necessita fer una pro-
posta que tingui el recolzament de comiaim tres col.legues &s. Una possible
propostaés donar una moneda als pirates parells i ell guedar-se amb 98 monedes.
Aquesta proposta es correspon amb la darrera fila de la taula 1.2. Acoaseguir
aquesta proposta els tres vots necessaris? Naturalment ell mateix vota a favor.
Examinem doncs si els pirates 2 i 4 ta@nkoten a favor.

El pirata 4 norés votara a favor si no espera poder fer ell mateix una proposta.
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1 2 | 3|4 ,5]|6
1| 100
2| 0 |100
3| 1 0 |99
41 0 11099
5| 1 O | 1|0 98
6| O 1 101|098

Taula 1.2: L'exemple dels pirates.

El pirata 2 tamp votara a favor si tampoc espera poder fer ell mateix la proposta.
Aixi doncs, pensem en el pirata 2. Si mai te I'oportunitat de fer una proposta,
aguesta sortira endavant perque el seu vot es suficient per obtenir la meitat dels
vots. Ara be, perque el pirata 2 tingui I'oportunitat de fer una proposta ha de passar
gue la proposta del pirata 3 (i de la resta de pirates) es rebutji. Pero la proposta
de tres segur que compta amb els vots dels pirates 1 i 3. El pirata 1 votara a favor
perque ja sap que si vota en contra s'implementara la proposta del pirata 2 amb la
que obé pitxor resultat que recolzant la proposta del pirata 3.

Ara be, perque el pirata 3 pugui fer una proposta ha de passar que la proposta
del pirata 4 (i de la resta dels pirates) hagi estat rebutjada. Pero la proposta del
pirata 4 comptara amb els vots dels pirates 2 i 4. El pirata 2 votara a favor perque,
pel raonament anterior, sap que si ell vota en contra, el pirata 3 fara una proposta
gue s'implementara i que a ell li otorga un resultat pitxor que el querasblzant
la proposta del pirata 4.

Ara be, perque el pirata 4 pugui fer una proposta ha de passar que la proposta
del pirata 5 (i de la resta dels pirates) hagi estat rebutjada. Pero la proposta del
pirata 5 comptara amb els vots dels pirates 1, 31 5. El pirata 3 votara a favor
perque, pel raonament anterior, sap que si ell vota en contra, el pirata 4 fara una
proposta que s'implementara i que a ell li otorga un resultat pitxor que el gée obt
recolzant la proposta del pirata 5. El pirata 1 votara a favor perque pels raonaments
anteriors sap que ell mai tindra I'oportunitat de fer una proposta, i si vota en contra
s'implementara la proposta del pirata 4 que li otorga pitxor resultat que I'assignat
per la proposta del pirata 5.

Ara be, perque el pirata 5 pugui fer una proposta ha de passar que la proposta
del pirata 6 hagi estat rebutjada. Pero la proposta del pirata 6 comptara amb els
vots dels pirates 2, 4 i 6. El pirata 4 votara a favor perque, pel raonament anterior,
sap que si ell vota en contra, el pirata 5 fara una proposta que s'implementara i que
a ell li otorga un resultat pitxor que el que ébsecolzant la proposta del pirata 6.

El pirata 2 votara a favor perque pels raonaments anteriors sap que ell mai tindra
I'oportunitat de fer una proposta, i si vota en contra s'implementara la proposta
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Taula 1.3: L'exemple de les votacions.

A|B|C
lavotacd | X | X |y
2avotach | X | z | X

X
X

—
—

Taula 1.4: Votacions honestes.

del pirata 5 que li otorga pitxor resultat que I'assignat per la proposta del pirata 6.
En consetencia doncs, la proposta del pirata 6 comptara amb el recolzament
dels pirates 2, 4 i 6 i sS'implementara.

1.2.3 Exemple 3: Votad estrategica.

Imaginem una societat composada per tres individlu8, C' que han de votar si
volen dedicar els seus impostos a construir un hospijalupa escolay) o no
pagar impostosz)). Les prefeencies dels individus es mostren en la taula 1.3,

El sistema de votagiés el segent: primer es vota sobre les proposteg. A
continuacd es vota entre la proposta guanyadora \.a regla de la votadiées la
majoria simple. Aquest exemple ens donaraititusobre la capacitat de manip-
ulacié dels jugadors sobre el resultat de les votacions. Una coadtusiediata
doncsés que es desitjable dissenyar sistemes de otae no siguin manipula-
bles de manera que els jugadors revelin honestament les sevesreer

Si els jugadors voten d’acord amb les seves pesfees, el resultat de les
votacions seran els que es mostren en la taula 1.4,

Ara be, el jugado3 pot anticipar aquest resultat i manipular la decianal
votant de forma diferent a les seves prefaies per tal d’aconseguir el millor
resultat per ell. Mirem les votacions de la taula 1.5,

AlB|C
lavotacd | X |y
2avotacd | z | z

y| =Yy
yl—

Taula 1.5: Manipulad del jugadorB.
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A|B|C
lavotacd | X |y | X | — X
2avotach | X | z | X | — X

Taula 1.6: Manipulad del jugadoiC'.

Ara be, el jugadot” tamke pot anticipar la manipulaidel jugadorB i votar
de forma diferent com mostra la taula 1.6,

A partir d’aqu ja cap jugador pot millorar manipulant la votagés un equi-
libri) pero els jugadors3 i C' no revelen honestament les seves peafeies amb
la seva forma de votar.

1.3 Teoria de la decisb i teoria de jocs.

La teoria de joc®s part de la teoria de la dedsi Aquesta estudia la manera
racional de presa de decisions. En la teoria de la deegsconsidera que un agent
té un problema de decissi ha d’escollir una acéid’entre un conjunt d’alterna-
tives possibles, i@ una certa viéi de les seves cons@ncies. Aquest ageng t
prefeencies sobre les diferents congeqcies associades a les diferents accions i
mira d’escollir 'accd que li permet obtenir la millor conségncia possible d’a-
cord amb les seves preéarcies.

Quan l'agent decisotoneixtotes les conségncies de totes les seves possi-
bles accions, diem que I'ager tin problema de decisen condicions deerte-
sa Si no coneix totes les cond@mncies, diem que s’enfronta a un problema en
condicions dincertesa En aquest cas, I'agent ha d’assigpaobabilitatsa les
diferents consdggncies, i parlem 'un problema de de6igin condicions desc
(Luce i Raiffa (1957)) i deixem la nogid’incertesa pel cas on I'agent Be capac
d’assignar probabilitats als esdeveniments possibles.

La teoria de jocs, donat que tracta amb agents racionals, considera que qual-
sevol assignadi de probabilitat ha de tenir un fonament racional. Nosaltres es-
tudiarem situacions en les que els jugadors prenen decisions be en condicions de
certesa, be en situacions de risc. En aquest darrer cas, I'aséigegmiobabilitat
i la presa de decisions estagovernada per la teoria de I'utilitat esperada de Von
Neumann i Morgenstern (1944).
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1.4 La Teoria de I'Utilitat Esperada.

La majoria de decisions en la vida real es prenen sense tenir total control sobre
els resultats de les decisiohsPer exemple, qguan comprem accions a la Borsa
de Valors no sabem si pujaran o baixaran; quan comprem un bitllet de loteria no
sabem si guanyarem o perdrem; quan ens enamorem, no sabem si ens entendrem
amb la nostra parella, etc. En entornssecoomics, quan un empresari contracta
un treballador no sap quirés la seva capacitat; quan decideix produir un be no
esta segur de la demanda o del preu al que elgpeeindre.

En conseiencia qualsevol agent decisor ha d’acceptar un cert nivell d’'incerte-
sa sobre el resultat de les seves accions. Les preguntes impodtants s

(1) Com afecta la incertesa a les relacions e@xoigues?,

(2) Comés possible prendre decisions racionals en condicions d’incertesa?

1.4.1 Decisions en situacions de risc.

Per tal de poder formalitzar aquestes preguntes (i les seves respogiesgm
que tots els agents decisors poden definir la probabilitat de que un cert esdeveni-
ment tingui efecte com a cond@mncia d’'una deciéi. En altres paraules, suposem
que els agents poden assignar una distriode probabilitat sobre les diferents
consedjencies d’una acoi

Per exemple, si I'ac6ies tirar una moneda a l'aire, les congecies poden
ser cara o creu. Si surt cara guanya, si surt creu perd. El conjunt de resultats
possiblesés doncs{g, p} i la distribucbd de probabilitat{ Pr(g), Pr(p)} amb
I"Gnica condiad Pr(g) + Pr(p) = 1.

En general, si el conjunt de resultats possieegr, xo, . . ., 2, }, la distribu-
cio de probabilitat ha de satisfer dues condicions:

i) Pr(x;) > 0Vi,
i)y >, Pr(z;) =1

Amb aquest instrument (la distrib@aile probabilitat), podem interpret&r(z;) =
0 com un esdeveniment impossible?i(x;) = 1 com un esdeveniment segur.

Definici6 1.4 (Distribucié de probabilitat). Una distribucd (simple) de proba-
bilitat L sobre el suporiX esta especificada per

a) un conjunt,X, denominat suport dé,

1Aquesta secéiés una adaptaide Mas-Colell et al. (1995, cap. 6B).
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b) per cada element € X un nimerop(z) > 0 tal que)_ _, p(x) = L.

El conjunt de distribucions (simples) de probabilitat solrel denotem per
L. Els elements: € X s’anomenen premis o resultats. Els elemdnts L
s’anomenen loteries.

Exemple 1

Un consumidor, segons quina sigui la seva déqisit obtenir una cistella de
consumz; amb 10 Kg de patates i 2 Kg. de carn o be una altra cistglmb 4
Kg. de patates i 4 Kg. de carn. Aigoncs,z; = (10,2) i 2o = (4,4).

Una distribucd de probabilitaf. sobre el supork = {z;, x»} &s per exemple,
p(x1) = 1/3, p(a2) = 2/3.

Considerem ara un enfoca®s abstracte abans de proposésraxemples.

El resultat d’'una acéi« pot ser el premiv amb probabilitap i el premiz
amb probabilitai — p. Per tant, 'agent decisor quan pren I'atei est escollint
unaloteria L = [p(w), (1 — p)(z)].

Com podem assignar un valor nant a una acéi « de la que no coneixem
el resultat (premi)?

Suposengue (d’alguna manera) I'agent decisor pot assigiianerosu,,, u,
als esdeveniments segurs z.

Definici6 1.5 (Utilitat esperada). El valor esperat o I'utilitat esperada de la lo-
teria L = [p(w), (1 — p)(z)] es defineix conEL = pu,, + (1 — p)u,. Es a dir,

el valor esperagés una mitja ponderada de les utilitats dels esdeveniments segurs
on les ponderacions les probabilitats.

Exemple 2
Tirem una moneda. Si surt cara guanyem 1000 pts.; si surt creu paguem 1000
pts. Quinés el valor esperat de la loteria associada al joc?

e acch: tirar la moneda

suport: X = {cara, creu}

resultat:u.q,, = 1000; Uepe, = —1000

distribucb de probabilitatp(cara) = p(creu) = 1/2

loteria: L = [p(cara), p(creu)]

valor esperat# L = 1/2(1000) + 1/2(—1000) = 0.
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Exemple 3

Considerem un examen de tipus test en el que cada pre@uinés respostes
alternatives:, b, c. Si la respostés correcta s’olet1 punt; si la resposts equiv-
ocada s’ol# -1/2 punt. Si no es respon s’obtenen 0 punts. Considerem ara un
estudiant que s’enfronta a una pregunta de la que no sap la respostaées@lin
valor esperat de respondre af@@ment (suposem que la resposta corréstg?

e accb: respondre la pregunta

suport: X = {a,b,c}

resultatiu, = 1; up = u. = —1/2

distribucb de probabilitatp(a) = p(b) = p(c) = 1/3

loteria: L = [p(a), p(b), p(c)]
e valoresperat#L = 1/3(1) + 1/3(—1/2) +1/3(—1/2) = 0.

La idea del valor esperat es considerar que repetim I'experiment moltes ve-
gades de manera que l'incertesa tendeix a despgar En termes de I'exem-
ple 3, suposem que el nostre estudiant respon aquesta pregunta moltes vegades
(infinites), sense aprendre res en el @cDonat que no sap la resposta3 de
les vegades respondsa obtindra 1 punt;l /3 de les vegades respondraobtin-
dra—1/2 punt, i 1/3 de les vegades respondra obtindra tami —1/2 punts.
Si ara sumem els punts obtinguts déspde lesl” vegades (off” €s un fumero
arbitrariament gran) resulta qug(1/3)1 + (1/3)(—1/2) + (1/3)(—1/2)] = 0.

Definicio 1.6 (Utilitat esperada). Considerem una loteria = [p;(z1), ..., pu(z,)]

onzy,...,x, SOn esdeveniments segurgii. .., p, €s una distribu® de proba-
bilitat sobrexy, ..., z,, ésadirp; > 0Vi, iy ;. p; = 1.

Siguinu,,, . . ., u,, una assigna@ de raimeros reals als esdeveniments segurs
T1yeeoy Ty

El valor esperat (la utilitat esperada) de la loteriaésEL = >"" | piuy,.

Podem representar la lotedfiacom un punt en el simplefe. — 1)-dimensional
A={peR}/p1+ - +p,=1}

Pel casn = 3, podem representar @icament la loteria tant en tres dimen-
sions com en dues dimensions (que resuka oonvenient). La figura 1.2 mostra
aquesta representaci

Cada ertex del simplex representa una loteria degenerada on un dels esde-
venimentss cert i els altres dos impossibles.

Les loteries que hem vist fins ara s’anomenen loteries simpleséetgesul-
tat que pot sorgir es coneix amb certesa (i.e. el valor esperat). Una vagant m
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Figura 1.2: Representd@cdel simplex en dos i tres dimensions.

general de loterieso lesloteries compostesn els resultats de les loterie@nsa
la seva vegada loteries simples. Formalment,

Definicid 1.7 (Loteries compostes)Sigui Ly = [pix(T1k), - -, Puk(Tnk)], K =
1,..., K, un conjunt de loteries simples. Sigyi > 0 amef:1 ap = 1, una
distribuci6 de probabilitat definida sobre les loteriég. Definim una loteria com-
posta(Ly,...,Lk;aq,...,ax) com una distribud de probabilitat que assigna
a la loteria L;, la probabilitat ;.. Formalment,

K K K
L = <Z OEPEly - - - Z OkPkis -+ -y Z akpkn)
k=1 k=1 k=1

Exemple 4
Considerem un supoX = {z,y} per dues loteries simplds, L, amb prob-
abilitatsp i p':

Li(p,z,y) = [p(z), (1 = p)(y)]
Lo(p',z,y) = [p'(2), (1 —p)(w)].

Donada una distribuéide probabilitaty, podem construir una loteria composta

Lla, Li(p,z,y), Lo(p, 2, y)] = [alp(@), (1 = p)(y)], (1 = a)[p (), (1 = ) (y)]].
(1.1)
NaturalmentL = (al4, (1 — a)Ls) € A. Esqueraticament, la loteria com-
posta la podem representar com mostra la figura 1.3.
A la seva vegada, per cada loteria composta es pot calcular la corresponent
loteria reduda, que es una loteria simple que genera la mateixa distobdeei
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¥

Figura 1.4: Representdcde la loteria redida.

probabilitat sobre els resultats. Aquesta nova distribdeiprobabilitat]q, (1—q)]
es calcula associantgeel producte de la probabilitat amb la que cada lotégia
apareix (i.e o) per la probabilitap,, amb la que el resultatapareix en la loteria
L, i sumant sobré. Paral.lelament, assigna la probabilitat- ¢) al producte de
la probabilitat amb la que cada lotetdia apareix (i.e.cy,) per la probabilitapy,,
amb la que el resultatapareix en la loterid,;, i sumant sobré.

En I'exemple 4, a partir de (1.1) 'esdevenimengpareix amb probabilitat
(ap + (1 — a)p’) i 'esdevenimenty apareix amb probabilitdev(1 — p) + (1 —
a)(1 —p')], de manera que podem construir una distribwtg probabilitat

q=ap+(1—a)y
l—g=a(l—p)+(1—-a)l-p)

per obtenir la loteria redda L(q, z,y) = [¢(x), (1 — ¢)(y)]. La figura 1.4 il.lustra
aquesta construdazi La loteria redida es troba en un punt intermig entre les
loteries L, i L,. Aquesta estructura lineal de I'espai de lotesscrucial en la
teoria de decigi amb risc.
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1.4.2 Decision®ptimes en situacd de risc

Fins ara hem estudiat com prendre decisions en situacions de risc. Caula acci
possible genera una loteria. Com podem comparar les loteries (els resultats de les
diferents accions) per tal de saber quisda millor acab per I'agent decisor?

Per respondre, necessitem dotar a 'agemirdéencies sobre les loteries

Per tal de fer comparacions, hem de comencar dient que solament les loteries
redudes &n rellevants per I'agent decisor. El fet de que la distribwle probabil-
itat sobre els premis sigui el resultat d’'una loteria simple o d’una loteria composta
és irrellevant. En altres paraulegine es generin les loteries r&s important.

L’ Gnic important én la distribucd de probabilitat i els premis.

Denotem pelL I'espai de loteries i per les prefeencies sobre. Ara ne-
cessitem un conjunt d’axiomes que ens permetin representar lesepieés-
sobrel mitjancant una funéi!/ : £ — Rtalque¥(L,L) L = L' <= U(L) >
U(L).

Aquesta representdcies coneix com lgropietat de l'utilitat esperada es
deu a Von Neumann i Morgenstern (1944).

Si podem trobar un conjunt de sagits (axiomes) que permetin tal repre-
sentadd, podrem transformar el problema de I'agent de decidir Iaassociada a
la millor loteria (la nés preferida) en un problema de maximitzedutilitat sobre
loteries. Aquesés un problema &s senzill de resoldre pergpodem utilitzar les
eines del alcul diferencial (cfr. representacde les preféncies del consumidor
per una funa d'utilitat).

Axiomes sobre> en L

Axioma 1.1 (Transitivitat). V(L,L', L") € £LsiL = L'i L' = L" aleshores
L-1L"

Axioma 1.2 (Associadd positiva). V(x,y) € X tal quex > y. Aleshores
[p(z), (1 =p)()] - [a(z), (1 —q)(y)] <= p > ¢

Axioma 1.3 (Continuitat). V(z,y, z) € X suposem > y = z. Aleshoresip(x)
tal quey ~ [p(z), (1 — p)(2)].

Axioma 1.4 (Loteries compostes)Y(x,y) € X i V(p,q,r) € L considerem les
loteries simples

i considerem la loteria composta

L = [pL1, (1 = p)Ls] = [plg(z), (1 — )(y)], (1 — p)[r(x), (1 — r)(y)]].
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Definim ara una loterids(z), (1 — s)(y)] on

s(z) =pg+ (1 —p)r
(I=98)(y) =p(l—q) +(1—-p)(1—r)
AleshoresL ~ [s(z), (1 — s)(y)].
Axioma 1.5 (Indepencencia). V(x,y,2) € X ip € (0,1), siz ~ y aleshores

[p(z), (1 —p)(2)] ~ [p(y), (1 —p)(2)].

Interpretaci 6 dels axiomes

L'axioma detransitivitat €s forca @bil. Diu senzillament que si I'agent fa com-
paracions entre loteries dos a dos, ho ha de fer de forma consistent.

L'axioma d’associadd positivadiu dues coses. En primer lloc, per qualsevol
parell de premis que no siguin indiferents, I'agent pot comparar qualsevols dues
loteries que els impliquin (loteries que poden ser degenerades). En segon lloc,
I'axioma ens diu que I'agent prefereix la loteria que associa la probabiliéat m
alta al premi nas preferit.

L'axioma decontintitat €s una mica i@s exigent en termes de comparabilitat
de premis que I'axioma 2. Pensem, en particular, en etcag >~ ziconsiderem
loteries entrex i z ambp (la probabilitat del premi) augmentant gradualment de
zero a 1. Aquest augment gda x més i nes desitjable (a partir de 'axioma 2).

Per tant hi ha d’haver un valor geque faci a la loteria indiferent en respecte al
premi (segur),.

L'axioma 4 ja ’'hem comentat abastament abans.

Finalment, I'axioma %s el nés controvertit. Ens diu que si dos premis (se-
gurs o aleatoris)@ equivalents, aleshores fraccions d’aquests prebnisasnia
equivalents quan apareixen en loteries amb d’altres premis. En altres paraules, si
combinem dos premis (segurs o aleatoris) amb un tercer, I'ordre deéeies
de les dues loteries que apareixen noaefes independent) del tercer premi.
Aquest axioma sovint es presenta de forma que els prémikteries. En aquest
cas, podem reformular 'axioma com

Axioma 1.6 (Indepencencia). V(L, L', L") € Lip € (0,1),
L>L < pL+(1-pL" =pLl +(1-p)L".

1.4.3 Elteorema de I'Utilitat Esperada

Teorema 1.1 (Utilitat Esperada (Von Neumann-Morgenstern, 1944))Si les
preferencies d’un agent decisor satisfan els axiomes (1) a (5), aleshores existeix
una funcdo U/ : £L — R que representa aquestes préfiecies i satisf la propietat

de I'utilitat esperada.
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Definicio 1.8 (Propietat de I'Utilitat Esperada). Diem que la fund d'utilitat
U : £ — R satish la propietat de I'utilitat esperada $iL(x, y; p) € L existeixen
nimerosu, i u, tals quel/ (L) = pu, + (1 — p)u,,.

Proposicio 1.1. Siguil/ : £ — R una funcd d'utilitat per = sobreL. Aleshores,
U : L — Résuna altra fund d'utilitat per = sobre £ si i només si podem
expressat/ com una transformadiafi positiva del/.

Definicié 1.9 (Transformacb afi positiva). Siguinf : X — Rig: X — R
dues funcions reals. Diem quees una transformaodiafi positiva def siJa € R
ibe Ry, talqueg(z) =a+bf(z).

De la proposid 1 es desg@n un corolari que diu,

Corolari 1.1. Si podem representar les pre@grcies d’'un agent mitjancant una
funcio d'utilitat, la representad d’aquestes preféncieses independent de I'ori-
gen i de les unitats de mesura.

Per exemple, suposem que tenim una situarnb varis premis monetaris
x € [my,my] i la funcid d'utilitat 2/ assignau(m,) = 0, u(mg) = 1. Suposem
ara que volgassim tenir una fundi d'utilitat diferentZ/ que assigasu/'(0) =
0, ¥/(1000) = 1. Aleshores podem trobar valais b tals que

0 = a+ bu(0),
1 = a+ bu(1000).

Aquests valors@n

- —u(0) _ b — 1
~ u(1000) — u(0)’ ~ w(1000) — u(0)

Les funcions que satisfan els axiomes (1)-(5) s‘anoméngtions d'utilitat
esperada de Von Neumann-Morgenstern

Una propietat important de les funcions d’utilitat esperada de Von Neumann-
Morgensterres la segent:

Lema 1.1. El mapa de corbes d’indiféncia d’'una fund d’utilitat esperada de
Von Neumann-Morgenstern esta format gards rectes paral.leles.

Demostradd. Considerem tres premis;, y, z) € X. Volem demostrar que quan
representem el mapa de corbes d’indifegia en el simplex, aquest es del tipus
gue mostra la figura 1.5 on la fletxa representa la diéedei creixement de la
satisfacad.
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X ¥y

Figura 1.5: Mapa de corbes d’inditgrcia.

z

X Y

Figura 1.6: Linealitat de les corbes d’indi&rcia.

Per demostrar-ho procedirem en dues etapes. Primer demostrarem que les
corbes d'indifeencia has de selries rectes. A continuazidemostrarem que han
de ser paral.leles.

(a) Les corbes d'indifezncia $n rectes sW(L,L'), L ~ L' implicapL +
(1—-p)L' ~ L ¥p € [0,1]. Per verificar que aixes aiX, considerem una corba
d’indiferencia que no sigui recta com en la figura 1.6 (on, com abans, la fletxa
representa la direazide creixement de la satisfaori

Observem qué. ~ L' pem (1/2)L + (1/2)L’ » L. Aix0 és equivalent a dir
que

1 1 1 1

—L+-L'=-L+~-L 1.2

2 + 2 g 2 * 277 (1.2)
pem donat que. ~ L/, 'axioma d’indepenédncia (axioma 5) ens diu que s’ha de
verificar

1 1 1 1
—L+=-L'~=-L+ =L
2 +2 2 +2 ’
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Figura 1.7: Paral.lelisme de les corbes d’inciferia.

el queés contradictori amb (1.2), de manera que podem concloure que les corbes
d’indiferencia han de seirlies rectes.

(b) Ara hem de demostrar quérsparal.leles. Considerem la figura 1.7 en la
que representem dues corbes d’indifegia rectes perno paral.leles.
En aquest exemplé > L' pero

1 2 1 2 _u

“L+-L »-L'+=L

3 * 3 73 * 3

no es satist perL”. En consetiéncia, el mapa de corbes d’indiéeicia ha d’estar
format per Inies rectes paral.leles. ]

1.4.4 Valoracb de la Teoria de I'Utilitat Esperada

La teoria de I'utilitat esperada te dues avantatges. La priggggnica, la segona
normativa.

En l'aspecteécnic, I'utilitat esperada resulta molt convenient &iwment.
Es molt fcil treballar amb utilitats esperades i moltidiiffer-ho sense. D’adqu
I'exit en l'us de I'utilitat esperada en economia. Veurem una de les principals
aplicacions quan parlem de I'aversal risc.

En l'aspecte normatiu, I'utilitat esperada pot proporcionar ajut en la presa de
decisions. Veiem-ho amb un exemple.

Un individu noés capag d’esbrinar les seves prefaies entre les dues loteries
Li L’ que es mostren en la figura 1.8. Ambdues loterdessolt properes entre si
i les diferencies en probabilitats massa petites per ser comprensibles. Si el nostre
individu pensa que les seves préfiecies han de satisfer els axiomes (1)-(5), pot
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Figura 1.8: Exemple.

considerar una tercera loteria, que es troba sobre la mateixa recta que ufieix

i L'. LaloteriaL” pot no ser factible per I'individu, pérsi pot determinar que

L" ~ L aleshores pot determinar qiié > L. Aix0 és aixX perqwe siL” > L, hi

ha una corba d’indifémcia separant ambdues loteries, com a la figura, i donat que
sabem que les corbes d’indiércia $n linies rectes paral.leles, tamba d’haver

una corba d’indifencia que sepali i L', de manera qué’ - L.

Aquests elements d’ajut a la presa de decisions de la teoria de I'utilitat esper-
ada no impedeix que presenti dificultats.

Una primera dificultat va estar presentada per Allais (1953) i es coneix com
la paradoxa d’Allais Suposem que un individu s’enfronta a tres possibles premis
monetaris: el primer prembs 2,500,000.- pts; el segon prendins500,000.- pts
y el tercer premi@&n zero pessetes. Lindividu s’enfronta a dos escenaris.

El primer consisteix es escollir entre dues loterigs L'1 definides pell,; =
(0,1,0)y L} = (.10,.89.01).

En el segon escenari ha d’escollir entre dues altres |Oté5ié95/2 definides
perL, = (0,.11,.89) y L, = (.10, 0,.90). Aquestes quatre loteries es representen
en la figura 1.9. Per representar les loteries notem que podem reedcriare
Ly + (.10, —.11,.01) i Ly = Ly + (.10, —.11,.01)

Davant d’aquesta situdzii d’acord amb l'eviéncia emfrica, els individus
manifesten unes prefemcies

Ly >L/1
Ly Ly

La primera diu que un individu prefereix 500,000 pts. segures que jugar a una
loteria en la que amb una probabilitat del 10% pot guanyar 2,500,000, amb prob-
abilitat 1% pot no guanyar res, i amb probabilitat 89% pot guanyar les mateixes
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(2,500,000 pts.)
=

{500,000 pts )

Figura 1.9: La paradoxa d’Allais.

500,000 pts.

La segona diu que I'individu prefereix obtenir 2,500,000 pts. amb una prob-
abilitat del 10% (i res amb una probabilitat del 90%) a obtenir 500,000 pts. amb
una probabilitat del 11% (i res amb una probabilitat del 89%).

Aquestes ordenacions, tot i que semblen forca raonablefmoansistents
amb els axiomes de la teoria de I'utilitat esperada. Veiem-ho, prinaicgment.
Les rectes que uneixely a L) i L, a L, son paral.leles. Donat que l'individu
declara quel, = L), una corba d'indifeéncia paral.lela ens diu qug, > L.
Per tant escolli; i L'2 és inconsistent.

Formalment, suposem que tenim una fardlutilitat esperada de Von Neumann-
Morgenstern. Siguim,, us i uz els valors que la funoid’utilitat assigna als tres
premis. Aleshores,

Ly - Lll implicaug > lug + .89%us + .01us.
Sumant(.89u3 — .89u,) a ambdues bandes de la desigualtat anterior obtenim,

dlug + .89us > 1ug + 9us ésa dirLg - L,Q

El lector interessat en aquesta i altres paradoxes de la teoria de I'utilitat esper-
ada pot consultar Mas-Colell et al. (1995, cap. 6B)
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1.5 LAversio al Risc.

1.5.1 Un enfoc intditiu.

En moltes situacions ecomiques, el resultat de la interag@ntre els agents es
pot expressar en diners (beneficis i/o costos per les empreses, renda disponible
pels consumidors, recaptaci’'impostos, pdtiques de subvencions, eté.)En
aguestes circumstancies, sovint observem una actitud molt prudent del agents da-
vant de situacions de risc. Aquest comportament 'anomeaaarsd al risc.
Formalment, aquesta aversl risc es manifesta en la forma com tradiels
elements del conjunk d’esdeveniments en elsherosu,,. Aquesta transfor-
macb es fa mitjancant untuncio d'utilitat de von Neumann-Morgensterti(z).
Veurem que l'aversi al risc esh relacionada amb la concavitat d’aquesta fanci
Considerem la situagisedient. A un individu se li ofereix participar en un
joc que consisteix en tirar una moneda a l'aire. Si surt cara guanya 100 euros. Si
surt creu no guanya res. El valor esperat d’aqueséfo60 euros. Naturalment,
com aquestés una situadisense risc per I'individu, estaencantat de participar.
Ara suposem que se li ofereix escollir entre rebre 50 euros amb certesa i jugar el
joc anterior (McMillan (1992), p. 34). Qufara el nostre individu?
Per respondre hem d’analitzar I'actitud de l'individu davant del risc. Si la
respostas “prefereixo els 50 euros segurs”diem que l'individuisc averso que
te aversb al risc. Aquesta actitud respon a la dita castellana das'wale gjaro
en mano que ciento volando”. Si l'individu es declara indiferent entre ambdues
situacions parlem deeutralitat davant del riscFinalment, si I'individu prefereix
tirar la moneda, estem davant d’'un individu aprbferencia pel risc
Com calculem l'averd al risc d’'un individu? El concepteaic que hem de
definir &€s laprima de risc

Definici6 1.10 (Prima de risc).La prima de riscés la quantitat de diners a que
el jugador esta disposat a renunciar per tal d’evitar la situadi risc.

Pensem en un individu que contracta una asseguranca d’'incendi per casa seva.
La quantitat de diners que esta disposat a pagar per evitar el risc de perdre la
casa en cas d’incenéis precisament la prima de risc d’aquest individu davant
d’aquesta situadiparticular de risc.

Quan la prima de rises positiva, el jugaddrs avers al risc. Com@s grarés
aguesta quantitat, @ avers al risc manifesta I'individu. Si la prima de rig&s
zero, l'individu és neutral al risc. Finalment, si la prima de rescnegativa (i.e.
I'individu esta disposat a pagar per poder jugar), I'individu manifesta pretéa

2Aquesta secéiés una adaptaide Mas-Colell et al (1995, cap. 6C). El lector interessat pot
consultar aquest c@pl per una vish completa del tema.
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pel risc. Exemples d’aquestes situacions &l que s’anomenem “fugides cap
endavant’d’individus davant de situacions molt compromeses.

Es important senyalar que la prima de risc esta influenciada per dos factors
addicionals. El primer factor (objecti@s el nivell de risc de la situaca la que
s’enfronta I'individu. Aix, la prima de risc d’un individu que desenvolupa una
activitat d’alt risc (esports d’aventura) semés alta que la d’'un altre individu
sedentari. El segon factor (subjectes el valor que I'individu dona a la situéci
objecte de risc. Normalment, la prima de riscasgeés alta com rés alta sigui
la valoraco. Una casa valorada en un rdild’euros en una zona d’inundacions
tindra una prima ras alta que una casa de cent-mil euros en la mateixa zona.

Resumint doncs, un individ@tdiferents primes de risc davant de situacions
de risc diferents, i diferents individus davant de la mateixa sifudeirisc tenen
diferents primes de risc.

La propia exiséncia de companyies d’asseguranéssuna manifestatide
I'aversio generalitzada al risc dels individus en les societats modernes (apart de les
assegurances obligates d’'infermetat, vehicles, etc.). Precisament el problema
fonamental que miren de resoldre les companyies assegur&satesinir el preu
pel servei d’assegurancaésy ajustat possible a la prima de risc de l'individu.

Si el preués superior, l'individu refusara I'asseguranca; si el pesunferior,
l'individu s’apropia d’'una part de I'excedent; si el préa precisament la prima

de risc, la companyia aconsegueix apropiar-se de tot I'excedent de l'individu i aix
maximitza el benefici sobre aquest contracte d’asseguranca. Aquesta eelei

el preu de I'asseguranca i la prima de risc de I'individu fa que, abusant llenguatge,
s’anomeni al preu de I'asseguranca precisament la prima de I'asseguranca.

1.5.2 Definicions.

Per ser una mica @s precisos, sovint observem que els individus prefereixen una
guantitat de diners dg €amb certesa que una loteria que li permet obtenir una
quantitat superioyy + § amb probabilitatp i una quantitat inferioy — v amb
probabilitatl — p, oné i v sbn quantitats arbitries.

Definici6 1.11 (Aversb al risc). Diem que un ageri#s avers al risc si enfrontat
a l'alternativa d’'una loteria arbitraria sobre una quantitat de<€ o d’'una altra
loteria degenerada que li assigna lgeuros amb certesa, prefereix I'alternativa
certa a la probable. Formalment,

y=L € [ply+8),(1—p)y—7), (1.3)
onp € (0,1), 6 >0i~>0.

A partir d'aquesta definiéien podem derivar duesas:
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Definicio 1.12 (Neutralitat davant del risc). Diem que un agenés neutral al
risc si es indiferent entre una loteria arbitraria sobre una quantitatd€ i una
altra loteria degenerada que li assigna lgguros amb certesa. Formalment,

y~L = [y +0),(1—p)y—) (1.4)

onp € (0,1), 6 >0i~>0.

Definicio 1.13 (Prefeencia pel risc). Diem que un agerés amant del risc si en-
frontat a l'alternativa d’una loteria arbitraria sobre una quantitat de€ o d'una
altra loteria degenerada que li assigneeuros amb certesa, prefereix I'alternati-
va probable a la certa. Formalment,

y< L= [py+0),(1-p)y—), (1.5)
onp e (0,1), 6 >0i~>0.

Naturalment, perqailes alternatives a les que s’enfronta I'agent siguin compa-
rables, hem de suposar que el valor monetari esperat de la Ibtesiprecisament
y. Siexpressem les prefarcies de I'agent amb una fubai'utilitat VNM, podem
reescriure (1.3) com
u(y) > Fu(L), VL (1.6)

gue ens diu que l'utilitat de 'esdeveniment cgrs superior a l'utilitat esperada
de la loterial.. Podem procedir de forma similar amb (1.4) i (1.5).

L'expresso (1.6) es coneix com ldesigualtat de Jensendefineix la propietat
de concavitat d’'una fungi(com veurem mes aball).

1.5.3 Aversb al risc i prima de risc.

Considerem un agent avers al risc. Les seves mefés satisfan doncs (1.6).
Per continiitat de la funadd d’utilitat esperada, ha d’haver una quantitat de diners
y* < y tal que I'individu estigui indiferent entrg* i la loteria L. Aquest fimero
y* s‘Tanomena Equivalent certle la loterial.

Podem ara calcular la difencia, en termes relatius, engré y* com,

Aquesta difegénciap s’anomena lgrima de riscde la loterial. Ens diu
quant estaria I'agent disposat a pagar per evitar la stugeirisc. En altres pa-
raules, contractar una asseguraésain acte d’aver8ial risc: a canvi del preu de
'asseguranca (la prima) 'agent s’enfronta a una situdcamb certesa a canvi
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d’una situadd incerta (e.g. asseguranca d'accidents, d’incendi, d’infermetat, de
robatori, etc.)

Com és natural, la prima de risc per un agent avers al ésgpositiva. Un
raonament paral.lel ens faria concloure que la prima de risc per un agent neutral
al riscés zero, i per un amant del riés negativa.

L'aversio al riscnoés un concepte deic. Es una observaiemprica. L'aver-
sib d’'un agent davant de situacions de risaedectada per molts factors: econics,
socials, psicalgics, etc.

Un tema interessamis esbrinar els factors que determinen la prima deprisc

L'observaco emgrica ens diu que (normalment), donada una quantitat de din-
ersy amb certesa i uns resultats de la loteria z, la prima de risqp €s menor
com nes riguesaé I'agent. Aquest fenomen s’anomeaeersd al risc decreix-
ent que tam@ es pot expressar dient que la prima de risc sobre una lotega dep
inversament de quin@s la quantitat en joc en respecte a la riquesa personal (es-
perada). Sila funé d'utilitat «(-) és dues vegades camtament diferenciable,
es pot demostrar que

p= 3 ‘ u—/‘ x Variancia de la desviagirelativa del resultat en respecte a la mitjanay.
u

"

Aquest producte tanés’anomengrau relatiu d’aversp al risc. Notem qu%u—,

és una mesura de la corbatura de la fardutilitat. D’acord amb el resultat de
I'aversio al risc decreixent, delem esperar que els agentgésrpobres tinguessin
una funco d'utilitat més ®ncava que els agentssirics.

1.5.4 Aversb al risc i concavitat de la funcd d’utilitat.

Com hem avancat @s amunt, I'aversi al riscés equivalent a que la furicd’u-
tilitat de I'agent sigui 6ncava, o en altres paraules, que I'agent tingui utilitat
marginal decreixent del diner.

Considerem la Figura 1.10, on en l'eix d’abscisses mesurem diner i en I'eix
d’ordenades el nivell d’utilitat (VNM).

Considerem un agent que ha de decidir entre una quantitat de diners segura
y i una loteria que amb probabilitatli assigna una quantitat de dinersi amb
probabilitat(1 — p) li assignaz, i.e. L = [p(w), (1 — p)(2)].

Si 'agentés avers al risc, d’acord amb (1.6)y) > Eu(L) = pu, + (1 —
p)u,, com es reflecteix a la Figura 1.10. Quan les @ifeies entrev, y, z SON
petites (infinitesimals) I'aver&ial risc vol dir que I'utilitat marginaés decreixent
al voltant de la quantitat segugaés a diru” (y) < 0.

Podem aprofitar la Figura 1.10 per representalequivalent cert de la loteria
L.
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Rl | EulL)=p uiw) + {1-p) uiz)

i)
uiz)
iyl

EuniL)

Wi

R

Figura 1.10: Avers al risc i concavitat.

Es facil construir 'argument per associar la neutralitat al risc amb unadunci
d'utilitat lineal, i la prefeencia pel risc per una furtcid'utilitat convexa. La
Figura 1.11 il.lustra 'argument.

1.6 Representad d'un joc.

L'analisi d’'un joc comenca amb I'especificaailel model que descriu el joc. Si
I'estructura del modeds massa senzilla estarem ignorant aspectes importants de
la situaco de conflicte que volem estudiar. Si I'estructura del magemassa
complicada, aspectes laterals poden impedir I'identif@cdei elements fonamen-
tals. Per evitar aquests extrems hi ha dues formes generals de représ#ntaci
joc laforma extensivala forma normal o estratgica

La forma extensivés I'estructura ras rica que utilitzarem per representar un
joc. La forma normal (o forma esteggica)és conceptualment&s senzilla i per
molts aspectes de 'afisi del joc resulta rés convenient. En general es considera
que la forma normal es deriva de la forma extensiva.

1.6.1 Laforma extensiva d'un joc.

Seguint a Myerson (1991), per introduir la forma extensiva d’un joc considerem
un joc de cartes senzill de dos jugadors. Elgsel segent:

1. ATinici cada jugador posa 1 euro en un pot.
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EwiL)=p wiw) + (1-p) uig)
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Figura 1.11: Risc i utilitat.

2. A continuaadd, el jugador 1 agafa una carta d'una baralla de cartes franceses
gue peviament ha estat remenada. El jugador 1 mira de forma privada la
carta i decideix si continuar o aturar el joc.

Si l'atura el joc acaba. En aquest cas, ensenya la carta al jugador 2. Si la
cartaés vermella (cors o diamants) el jugador 1 agafa els diners del pot. Si
la cartaés negra (pics oawol) el jugador 2 agafa els diners.

Si el jugador 1 decideix continuar el joc, torna a posar 1 euro al pot i deixa
jugar al jugador 2.

3. Eljugador 2 ha de decidir si posa 1 euro al pot o no. Si el jugador 2 decideix
no posar 1 euro al pot el joc s’acaba i el jugador 1 agafa els diners del pot.

Si el jugador 2 decideix posar 1 euro en el pot, despute posar-lo, el ju-
gador 1 ensenya la carta al jugador 2 i el joc s’acaba. Silaeanarmella
el jugador 1 agafa els diners del pot. Si la c@&sanegra el jugador 2 agafa
els diners.

La Figura 1.12 representa el joc.

Aquestés un diagrama en arbre composat de nusos i branques gue representa
les regles i resultats del joc. En altres paraules, engjdgiipot decidir,que pot
decidir,quanpot decidir, iquantpot obtenir com resultat.

Aquest diagrama en arbre te cinc elements:

() larrel (el nus inicial), que representa I'inici del joc;

(ii) els nusos de decigj que indiquen quin jugador ha de prendre una de&cisi
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ahua * {L-D

atua * (1 -1)
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Figura 1.12: La forma extensiva del joc.

(i) les branques, que representen les decisions a I'abast del jugador;

(iv) els nusos terminals, que representen situacions on s’acaba el joc i indiquen
els pagaments per a cada jugador;

(v) el conjunt d'informadd de cada jugador en cada nus de décfseure la
figura 1.13 nés aball).

La sedjlencia de branques corresponents a les decisions dels jugadors s’anom-
ena eldesenvolupament del jod objectiu de I'aralisi del joc és precisament
predir el desenvolupament del joc.

Considerem ara els jocs representats (en forma extensiva) en la figura 1.13.

Aquest exemple ens permet ocupar-nos del darrer element de la forma exten-
siva que encara no hem comentat. Edmjunts d’'informad. Sempre que un
jugador es troba en un nus de detisem d’especificar de quina informéadlis-
posa per prendre la seva degisAquestés un element essencial en la defimici
dels conjunts d’estragies dels jugadors i per tant pel desenvolupament del joc.
Considerem en primer lloc la part (a) de la figura 1.13. Observem que hi ha un
cercle al voltant del nus (inicial) de dedsdilel jugador 1 i urbval que abasta els
dos nusos de dec@sdel jugador 2. El cas del jugadores trivial donat que rep-
resenta l'inici del joc, i per tant te tota la informéa I'abast. El cas interessant
és el del jugador 2. Bval al voltant d’'ambds nusos de decisdel jugador 2 vol
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4.0h

L0y

Figura 1.13: Conjunts d’'informadi

dir que aquest jugador no es capac d’esbrinar quina @eusspres el jugador 1.
Sap que el jugador 1 ha pres una déxigierqe d’altra manera no seria el seu
torn de joc, ped no coneix si el jugador 1 ha decidit o B. Una interpreta@
alternativa d’aquesta situ@cés que els jugadors han de decslmultiniament

(és a dir sense observar la degidiel rival) les seves accions. En la part (b) de
la figura 1.13 veiem que hi ha un cercle al voltant de cada nus de @eeisju-
gador 2. Ao vol dir que el jugador 2, quan li toca decidir, sap si es troba en el
nus de dalt o de baix. En altres paraules, el jugador 2 pot inferir quina ha estat la
decisb del jugador 1. Una interpretdcalternativa d’aquesta situéctonsisteix

en considerar que el jugadomobservala decisd del jugador 1 abans de prendre
la seva popia decisb, és a dir, les decisions dels jugadods sediencials

Definicid 1.14 (Estratgia). Una estrakgia per un jugador en un jags una regla
gue determina una decésper cada possible conjunt de informaci

En altres paraules, una eségia pel jugadof €s una regla completa que es-
pecifica una deciéi per aquest jugador dntes i cada unale les possibles con-
tingencies en les que es pot arribar a trobar en el joc. El desenvolupament del joc
és doncs linica d’aquestes contiegcies que es materialitza. Es important insis-
tir en que l'estratgiaés un vector de decisions. Independentment de la decisi
gue acabem prenent, I'estegia ens ha de dir @ufer en qualsevol dels nusos de
decisb del desenvolupament potencial del joc.

Per exemple, el jugador 1 en el joc de cartes de la figura 1.12, es pot trobar
en dues contingncies. Que hagi rebut una carta vermella o negra. Per cada con-
tingencia pot decidir aturar-se o continuar. Per tant el conjunt d’'eglied del
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jugador 1és,
S1 ={AAAC,CA,CC}

on, per exempleAC' és una regla que li diu al jugador 1 que si reb una carta
vermella s’aturi i que si reb una carta negra continui.

Eljugador 2, per la seva banda nesrentra en joc si es troba en la conéingia
gue el jugador 1 ha decidit continuar. En tal cas, te dues opcions: posar una
moneda en el pot (continuar el joc) o no posar-la (aturar el joc) Per tant el seu
conjunt d’estratgies coré dos elements,

Sy = {continuar, aturar}

on, per exemple, “atura@s una regla de decispel jugador 2 que li diu que si el
jugador 1 ha decidit continuar, ell decideix no posar la moneda en el pot i aturar
el joc.

En el cas de 'exemple de la figura 1.13(a), els conjunts d'esgfied respectius
son,
Slz{AaB}> 52:{E>D}
En el cas de la part (b), el jugador 1 al prendre la seva @epiginer, te I'o-

portunitat d’'influenciar (de manipular) la ded@siel jugador 2. Ara els conjunts
d’estraggies dels jugador®s,

Sy ={A,B}, S,={EE,ED,DE,DD}.

El jugador 2 pot decidir jugar sempigindependentment de I'adctel jugador 1
(i.e. E'FE); pot decidir jugar sempr® independentment de I'accidel jugador 1
(i.e. DD); pot decidir jugarE si el jugador 1 ha decididl i jugar D si el jugador
ha deciditB (i.e. ED); i pot decidir jugarD si el jugador 1 ha decidit i jugar £
si el jugador ha decidiB (i.e. DE).

Veiem doncs que I'estructura de la informadiel joc determina els conjunts
d’estraggies dels jugadors i per tant les accions que prenen els jugadors.

Desenvolupament i pagaments

Enla part (a) de la figura 1.13, el jugador 1 observa que independentment de la
decisb del jugador 2, sempre dbmillor resultat quan decideix (2 > 114 > 3).

Per tant, en aquest joc, el jugador 1 sempre utilitza I'esgiatd. El jugador 2,
que pot inferir aquest comportament del jugador 1, dexidiiflitzar I'estraggia
E, i els pagaments que obtindran els jugadors sexal).

En la part (b) de la figura 1.13 en canvi, des d’el punt de vista del jugador 2
el millor seria decidirE si el jugador 1 ha decidil (2 > 0) i decidir D si el
jugador 1 ha decidiz (1 > 0). El jugador 1 pot inferir aquest comportament
del jugador 2 i per tant pot esperar obtenir un pagament de 2 si decideix
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pagament de 3 si decidei®. Aixi doncs, observarem un desenvolupament del
joc en el que el jugador 1 optamper B i el jugador 2 optax perD. Les es-
trategies utilitzades en aquest desenvolupament del joc seran respectivament
ED. Naturalment, un observador extern d’aquest joc (b)@®observa el desen-
volupament del jol@3, D] i els pagament§3, 1). Per comprendre pergaguestes
decisions én optimes necessitem ceixer els conjunts d’estragies. Nomas aix
podem comprendre pergtel jugador 1 no ha jugat que li dona I'oportunitat
potencial de guanyar 4 en lloc d’obtenir els 3 que realmeri.obt

Veiem doncs que d’acord amb aquesta inforra@cidem trobar diferents tipus
de jocs.

Definici6 1.15 (Informacio perfecta). Diem que un jugador te informatiper-

fecta si coneix tot el que ha passat cada vegada que algun jugador ha pres alguna
decisb. En altres paraules, quan el jugador coneix tota la it de decisions

del joc.

Definicio 1.16 (Joc amb informacd perfecta). Un joc amb informad perfecta
és aquell en el que tots els seus jugadors tenen infonzaifecta.

Un exemple de joc amb informaxperfectees el joc d’escacs.

Definicié 1.17 (Joc amb informacd imperfecta). Si en un joc hi ha algun ju-
gador que no te informadiperfecta, diem que el joc es de inforn@agnperfecta.

Un exemple de joc amb informacimperfectaés el poker.

Definici6 1.18 (Joc amb informacd incompleta). Un joc d’informacb incom-

pleta (joc Bayesi) é€s aquell en el que hi ha algun jugador que te inforrmaci
privada sobre les seves preéercies (i per tant sobre els pagaments). En con-
seqiencia, els altres jugadors prenen decisions basades en creences sobre aquella
informacb privada.

Definicioé 1.19 (Joc amb informacd completa). Un joc d’'informacb completa
és aquell en el que cap jugador te inform@apirivada sobre cap aspecte rellevant
del seu proices de decisi

Les subhastea exemples de joc amb informadncompleta.

1.6.2 Laforma normal d’un joc.

Una manera s senzilla de representar un jeg la forma normal. En aquesta,
només necessitem especificar el conjunt de jugadors, el conjunt deggsitde
cada jugador i els pagaments.
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2/1 AA | AC CA | CC
aturar | 0,0 1,-1 0,0 |1,-1
—% 0,0

H 1 1
continuar| 0,0 | —5,5

Taula 1.7: El joc de cartes en forma normal.

21| A | B
E 22|10
D 40|31

Taula 1.8: El joc (a) de la figura 1.13 en forma normal.

Definici6 1.20 (Joc en forma normal).Un joc en forma normal el representem
com,
L = [N, (S))jen, (uj)jen],

on N representa el conjunt de jugador$; el conjunt d’estraggies del jugadoy,
| u; els pagaments del jugadgr

Definicid 1.21 (joc finit). Diem que el jod" &s finit SiN i (5;);eny SON tots ells
conjunts finits.

Sirecuperem el joc de cartes de la Figura 1.12, la seva repregeaitaftirma
normal es mostra en la Taula 1.7,

De forma semblant, el joc de la part (a) de la Figura 1.13 es mostra a la
Taula 1.8, i el joc de la part (b) de la figura 1.13 es representa a la Taula 1.9.

1.7 Jocs d’'un jugador amb informaci6 perfecta.

Aquests 6n els jocs rés senzills que podem imaginar. En cert seiiit jocs de-
generats perguno hi ha interac6i estraggica entre jugadors. Aquest jocs teémb

21| A | B
EE | 2,2| 1,0
ED | 22| 3,1
DE | 40| 1,0
DD | 4,0| 3,1

Taula 1.9: El joc (b) de la figura 1.13 en forma normal.
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+h

Figura 1.14: El joc del laberint.

s’anomenefocs contra la NaturaEl joc del solitariés un bon exemple. tihica
rab que ens permet guanyar, 0 no, un joc de soléaria disposi@ de les cartes
sobre la taula i aid és una decisisobre la que el jugador no te control. Decisions
sobre les que cap jugador te control s’Tanomenen “decisions de la Natura”.

L’ Gnica ra per la que comencem a estudiar aquests @scta per la seva
senzillesa que ens preparara per I'estudi de joes complexos.

1.7.1 Unjoc d’'un jugador amb informaci6 perfecta.

Considerem el ségent joc del laberint que es mostra en la Figura 1.14.

Un individu es prepara a entrar en el laberint. El seu objé&stiaconseguir la
caixa de monedes d’or que hi ha en el laberint, sense ensopegar amb cap paret i
gue te un valor dé/ euros. Si el jugador es troba en un cul de sac, el joc s’acaba
i el jugador no ol res. Si el jugador aconsegueix arribar a les monedes ebbt
premi valorat en\/ > 0 euros. Es a dir,

U(monedes) =M,
U(cul de sac) =0.

Com es juga aquest joc? Desprd’entrar, el jugador es troba en un nus de
decisb a on ha de decidir si anar amunt o aball. Si va aball es troba en un cul de
sac, el joc acaba i obtun pagament de zero; si va amunt es troba en un segon nus
de decish b.

En el nusb, el jugador pot decidir anar a la dreta o a I'esquerra. Si va a
I'esquerra es troba en un cul de sac, el joc acabaé obtpagament zero; si va a
la dreta, troba les monedes, el joc s’acaba eéalsit pagament/.

Per analitzar el joc podem representar-lo en forma extensiva com es mostra en
la Figura 1.15.
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Figura 1.15: El joc del laberint en forma extensiva.

Una forma de solucionar el joc consisteix en comencar en el nus final on hi ha
el pagament preferit pel jugador i procedir cap enrera fins arribar al punt inicial
del joc. Aquest procediment s’anomera@nament per inducoicap enrera

En I'exemple del laberint que ens ocupa, donat gdie> 0, ens situem en
el nus final associat al pagameht. Observem que per arribar a aquest nus el
jugador ha hagut de decidir anar a la dreta en el nus de décisper arribar al
nus de decigib el jugador ha hagut de decidir anar amunt en el nus iniciaixi
doncs, la seigencia de decisions (el desenvolupament) del joc per tal d’assolir el
pagamentl/ &s: anar amunt en el nasi anar a la dreta en el nds En altres
paraules, I'estré&gia(amunt, dreta) permet obtenir el resultat desitjat.

En aquest joc, el conjunt d’estégfies del jugadogs

S = {(amunt, esquerra), (amunt, dreta), (aball, dreta), aball, esquerra)}.

Notem que si el jugador segueix, per exemple, I'esgi@t(aball, esquerra) mai
no es trobara en el nus tot i aixo, la definico d’estrakgia exigeix especificar
una acad per al nug encara que aquesta acenai no tinda cap efecte sobre el
desnvolupament del joc.

Podem tamé representar el joc en forma normal. Aquesel contingut de la
Taula 1.10,

Representat en forma normal, la sofudiel joc del laberint ens diu que per
assolir el pagament/ hem de seguir I'estragia “amunt’en el nus de deadisi i
“dreta’en el nus de decisb.

Sota certes condicions, la solaai’un joc representat en forma norné la
mateixa que representat en forma extensiva. Dit en altres paraules, sota certes
condicions donada una forma extensiva Bgrhi ha una forma normal associada
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amunt,esquerra
amunt,dreta

aball, esquerra
aball, dreta

oo Z|lo

Taula 1.10: El joc del laberint en forma normal.

(i viceversa). Si aquestes condicions no es satisfan pot passar que per una forma
extensiva podem construirgs d’una forma normal (i viceversa).

El cas dels jocs d’'un jugador amb informagierfecta satisfan aquestes condi-
cions.

1.8 Jocs d’'un jugador amb informacib imperfecta.

Quan la informad a disposid del jugador ncés perfecta, hem d'utilitzar la
teoria de l'utilitat esperada per solucionar el joc.

Definicid 1.22 (Joc amb informaco imperfecta). Diem que un joc te informagi
imperfecta quan hi ha algun jugador que no sap en quin nus de l'arbre es troba
guan ha de prendre una dedsi

Per poder tenir un joc d’'un jugador amb inform@a@nperfecta necessitem
introduir I'atzar (decisions de la Natura) en el joc. Per veure els efectes d’aquest
element d’atzar en el desenvolupament del joc considerem igésegxemple.

Un individu pensa obrir un petit comerg. Per fer-ho disposa de 10,000 euros.
Si la cojuntura ecapmicaés favorable (I'element d’atzar) el negocia@rofibs i
obtinda 50,000 euros. Sila cojuntuea dolenta, perdrla inversd. En el moment
de decidir si obrir el negoci, o no, l'individu no sap quina sera la cojuntura (no te
prou capital per fer un estudi de mercat).

Podem representar aquest joc en forma extensiva com mostra la Figura 1.16,
onp representa la probabilitat de que la cojuntura sigui favorable.

Per prendre una decisiel jugador ha de comparar I'esdeveniment segur dels
10,000 euros de que disposa amb I'esdeveniment de obtenir 50,000 euros amb
probabilitatp i zero amb probabilitat — p.

D’acord amb la teoria de l'utilitat esperada, el valor d’aquest joc pel jugador
és,

Eu(obrir) = pu(50000) 4 (1 — p)u(0),
i aquest resultat el compara amb l'utilitat de I'esdeveniment segii000). La
decisb del jugador dependrdel supsit que fem de la seva actitud davant del
risc. Com ja hem vist en la seécl.5, podem distingir tres actituds davant del
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Figura 1.16: El joc del negoci.

risc: neutralitat, preféncia i aversd. Consideremp = 0.2 i la segient fanlia de

funcions d'utilitat,
u(m) =m* (a#0)

Sia = 1 el jugadorés neutral al risc (la funéid'utilitat &s lineal); sic > 1
el jugador mostra prefencia pel risc (la funéi d'utilitat és convexa); si < 1 el
jugador mostra aver@ial risc (la funcd d’utilitat €és @ncava).

Neutralitat davant del risc. Considerenu = 1. Aleshores,

Eu(obrir) =(0.2)50000 = 10000,
Eu(noobrir) =10000,

i el jugadorés indiferent entre obrir el negoci o no fer-ho.
., . . 1
Aversio al risc Considerenu = 7" Aleshores,

500003

Eu(obrir) =(0.2) 44.72,

Eu(noobrir) =100,

i el jugador decideix no obrir.
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Preferencia pel risc Consideremu = 2. Aleshores,

2 2
500200 + (0.8)% =5 x 10,

Eu(obrir) =(0.2)
Eu(noobrir) =10%,

i el jugador decideix obrir.
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1.9 Exercicis

1. Mostrar que si les prefencies sobre el conjunt de loteries satishxioma

de independncia, aleshores € (0,1) i loteriesL’, L", L" € L,

@L~L<«<=al+(1—-a)l" =al +(1—a)Ll’
b) L~ L <= aL+(1—a)L" ~aL + (1 —a)L"
©L-LiLl"=L"=aL+(1—-a)l" =aLl +(1—a)L

"

. Demostrar que una furicd'utilitat U : £ — R te forma d'utilitat esperada
si i només siés lineal &s a dir, si i norés si satisfa la propietat,

U(i akLk> — EK: U (Ly).

per K loteriesL;, € L, i probabilitatsey, > 0, ), o = 1.

. Considerem un agent estrictament avers al risc. disposa d’'una renda inicial
de w €, ped s’enfronta al risc de perdre (per robatok))€. La proba-
bilitat d'aquesta prdua esr. L'agent pot ped, assegurar-se contra aquest
esdeveniment. El contracte d’asseguranca esta definit per una prigna de
€ per unitat de renda assegurada, i per una indemnitzfiah euro per
unitat de renda asseguradas a dir, si 'agent contracta una asseguranca
amb coberturay, la seva renda disponibés,

(a) w — aq si no hi ha robatori

Q) =

Y w—aq — D+ a sihiharobatori

Determinar la coberturaptima, o*, a contractar amb una asseguranca de
prima justa (i.exr = g).

. Considerem el problema anterior. Demostrar que si I'asseguramr&s no
de prima justagés a dir, sig > w, aleshores I'agent no contractara una
asseguranca a tot risc (ie.< D).



