Capitol 2

Jocs esatics amb Informacio
Perfecta

2.1 Introduccio6

Podem classificar les diferents situacions de joc d’acord amb criteris diferents. Un
dels més importants considera el comportament dels agents. D’acord amb aquest
criteri trobem elgocs cooperatius els jocs no cooperatiusEn aquests darrers

els agents maximitzen una fubabbjectiu restringida per les expectatives que es
formen sobre el comportament dels rivals, i per tant sense capacitat per poder
comunicar-se entre ells. En canvi, en els primers els agents poden formar coali-
cions, €s a dir, es poden comunicar entre ells) per tal d’assolir els seus objectius.

Un altre criteri de classificagidels jocs es refereix a I'ortogonalitat dels ob-
jectius dels consumidors. Quan aque$ts diametralment oposats, els guanys
d’'un jugadors representen leérdues d’'un altre jugador. Aleshores, parlem de
jocs de suma zerden altre cas parlen de jocs de suma no zero.

Una col.lecod d’exemples que permeten veure la teoria de jocs erd auci
situacions quotidianes es troba a Dixit i Nalebuff (1991); I'utilitZade la teoria
de jocs pels economistes @sixpressada de forma atractiva a Kreps (1990b). Una
introduccd més complerta a la teoria de jocs es troba en €itohp de Binmore
(1990). Textos introductoris molt amengnsGibbons (1992) i Scott Bierman i
Fernandez (1998); un text molt interessasBinmore (1992).

En aquest cdml estudiarem jocs de dos jugadors amb inforrdgu@rfecta i
completa, en els que no hi ha decisions d@lgas. a nés, bona part dels jocs que
estudiarem seran de suma zero.

El joc de “tres en ratlla8s un exemple senzill d’el tipus de jocs que volem
analitzar. Els escadss un exemple molt &s complex. AquestsHs jocs d'in-
formacib completa i perfecta. El Parchis es un joc estrictament competitiu amb
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decisions aleaties. El que pot fer un jugador estleterminat per la tirada d’'un
dau. El poker en canvés un joc d’'informad imperfecta. Quan un jugador ha
de fer una aposta, li agradaria @ixer les cartes d’els altres jugadors,ao te
ace@s a aquesta informdxi

El joc de tres en ratlla es for¢ca ben conegut. Dos jugadors tenen tres fitxes
cadascun. En un tauler quadrat de nou caselles han d’anar situant les fitxes per
torns. El jugador que aconsegueix situar-les iaemalrecta guanya el joc. La
figura 2.1 (veure Binmore, 1992) presenta una part de I'arbre que correspon a
aguest joc.

El joc de Nim consisteix en distribuir un conjunt de, per exemple, monedes
en grups sobre una taula. Dos jugadors han de decidir, per torns, retirar un cert
nimero de monedes d’un dels grups. El joc acaba quan un jugador retira la darrera
moneda. Aquest jugad@s el perdedor del joc. Alternativament, el guanyador
és el jugador que desss de retirar les monedes deixa sobre la taula una sola
moneda. La figura 2.2 (veure Binmore, 1992) il.lustra aquest joc pel cas de quatre
monedes repartides en tres grups, un amb dos monedes édasmb una moneda
cadascun. Una caracistica que fa aquest joc diferent del joc de tres en rasla
gue sempre hi ha un jugador que guanya el joc. No pot haver-hi un empat. Un
joc semblant a aquesgts aquell on es deixa caure sobre una taula un manat de
bastonets. El jugadors per torns han d’anar retirant els bastonets un a un sense
gue al retirar un bastonet es provoqui el moviment de cap altra bastonetoSi aix
passa, el ségent jugador entra en aéciEl guanyador en aquest é&asel jugador
gue aconsegueix retirar el darrer bastonet.

2.2 Comjugar el joc

De moment noras parlarem del que s'anomenen esfyaspures Una estragia
pura pel jugador en el tipus de jocs que hem vist fins a&a,un pla que especifica
una acad (determifstica, no aleatria) percadaun del nusos de decésen el que
el jugadori tindria que prendre una dedissi el desenvolupament el joc pesta
tal nus. Sitots els jugadors en un joc seleccionen una egiagtura i es mantenen
en ella, aquest conjunt d’estegies caracteritzen un joc sense decisions@iliest

Considerem el Jo€ de la figura 2.3. Els nusos on el jugaddna de prendre
una deci®h Hna i F. Una estratgia pura pel jugador | ha d’especificar doncs una
accb en el nusy i una acod en el nus3. Donat que hi ha dues accions possibles
en cada un d’aquests nusos, el jugador | te un conjunt d'egtestamb un total
de2 x 2 = 4 elements:

S1 = {ee, ed, de, dd}.

L'estraigia puraed vol dir que el jugadorl pren I'accb e si es troba en el
nusa i pren I'accb d si es troba en el nus (notem que si el jugadaf utilitza
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Figura 2.1: El joc de tres en ratlla.
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Figura 2.3: L'arbre del jo& .

I'estratgiaed mai es trobax en el nus? independentment de quines siguin les
accions del jugadof/. Ara be, la defini@d formal d'una estr&gia requereix
I'especificacd d’'una acad en el nus3 encara que aquesta azenai tindia cap
efecte sobre el desenvolupament del joc.)

Els nusos on el jugadar/ ha de prendre una dedsgn~, 6 i . Una es-
trategia pura pel jugadof/ ha d’especificar una accipel jugador/I en el nus
v, una acad en el nus) i una acod en el nus. Donat que hi ha dues accions
possibles en els nused ¢ i tres accions possibles en el ny%l jugador/] te un
conjunt d’estraggies amk2 x 3 x 2 = 12 elements:

S, = {EEE,EED,EME,EMD, EDE, EDD, DEE, DED,
DME,DMD,DDE, DDD}.

L'estraigia purak M D ens diu que si el jugaddil es troba en el nus utilitzara
I'acci6 E, decidila I'accid M si es troba en el nusi prendi I'accié D si es troba
en el nus:.

Finalment, suposarem que els resultats possibles d’aquest joc per cada jugador
son guanyar (V) o perdre(D). En aquests cas doncs si un jugador guanya, nec-
essariament vol dir que l'altre perd. En congagia, els nusos terminals ném
cal que mostrin el resultat del joc per al jugador

Un desenvolupament del jaecom el descrit en la figura 2.3 comenca a l'arrel
a amb el jugador I escollint 'accd d. Aix0 ens porta al nus en el que el
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ll/ﬁ EEE| EED | EME | EMD | EDE | EDD
ee 1% V V 1% 1% 1%
ed 1% 1% 1% 1% 1% 1%
de D vV 1% 1% 1% 1%
dd V 1% 1% 1% 1% 1%

lI/I_}' DEE | DED | DME | DMD | DDE | DDD
ee D D D D D D
ed D D D D D D
de D Vv 1% 1% 1% 1%
dd 1% 1% V 1% 1% 1%

Taula 2.1: El jodZ en forma estragica.

jugador/I pren I'accd E que condueix el joc al nuson de nou el jugadof/
pren la deci$ D. El joc es condit a un nus terminal amb I'etiquefd que
ens indica que el jugaddrés el guanyador. Aquest desenvolupament del joc el
denotarem per la sé§ncia[dE D] d’accions que el genera.

Quines 6n les estratgies que resulten en el desenvolupamelD] del joc
G? El parell d’estraggies escollides pels jugadors han de ser del tiggrusX £ D),
on dz vol dir qualsevol estraggia que especifiqui que el jugadbipren I'accd
d en el nusa. Hi ha dues d’aquestegs a dirde i dd. De forma semblant,
X ED vol dir qualsevol estrégia que especifiqui que el jugadaf pren I'accd
E en el nus) i l'accid D en el nuss. Hi ha dues d’'aquestegés a dirEED i
DED. En conseiencia, el imero total de parells d’est&gies que resulten en
el desenvolupame £ D] €s2 x 2 = 4.

La Taula 2.1 mostra el joG enforma estraggica(o forma normal).

La forma estratgica ens indica el resultat del joc per cada parell d'ésjias.
Les files de la matriu denoten les esbgies pures del jugaddri les columnes
representen les estegfies pures del jugaddr. Per tant, la casella definida per la
fila de i per la columnal’ E D cong la lletra) que indica que el jugaddrguanya
el joc si ell utilitza I'estraggiade i el jugador/ I utilitza I'estratgial £ D. Aquest
fet el vam verificar en el pagraf anterior a I'examinar el desenvolupaméiiiD|
que resulta d’utilitzar parells d’estesgies del tipusdz, X ED).

2.2.1 Lalgoritme de Zermelo.

Per analitzar el joc d’escacs, Zermelo (1912) va utilitzar @tatie consistent en
comencar a examinar el joc des del final i fer marxa enrera fins arribar a l'inici
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Figura 2.4: El jod5 i els seus subjocs.

del joc. Aquestadcnica s’anomena tarabfinduccd cap enrera”. Per il.lustrar el
funcionament d’aquest mecanisme utilitzarem elgbc

La figura 2.4 mostra tots el subjocs del j6¢c Cada subjoc coitun nuse i
I'arbre que segueix a&. Diem que el valon(H) d'un subjocH deG ésV si el
jugador! te una estragia perH que li fa guanyar el jod/ independentment de
quina sigui I'estraggia que utilitzi el jugadofI. De la mateixa manera, diem que
el valorv(H) d’'un subjocH de G ésD si el jugador] [ te una estraygia perH
que li fa guanyar el jo¢l independentment de quina sigui I'estgita que utilitzi
el jugador!. A priori no hi ha cap réa per la que tals valors existeixin, encara que
una caractéstica dels jocs estrictament competitius (com els que estem examinant
agu) és que tots els subjocs tenen un valor.

Considerem en primer lloc els subjocs unipersoggls G; de la figura 2.4.
El jugador/ I guanyag, escollint I'accd D. Aixi doncs,u(G,) = D!. Tamtg, el
jugador! guanyags; prenent I'aca d, i per tantv(Gs) = r.

Mirem a continuad el jocG de la figura 2.5. Aquest joc s’dbia partir de
G substituint el subjogj, per un nus terminal amb el val@ de G, i el subjoc
Gz per un nus terminal amb el valdt de Gs. Si el jugador! te una estragias’
que sempre guanya en el jgc, aleshores tanéte una estragias que sempre
guanya &. Per qu?

Sigui quina sigui I'estratgia utilitzada pel jugadof!, I'us de I'estraggias’
en el jocG' donad lloc a un desenvolupament del jGcque condueix a un nus
terminalz deG’ etiquetat amb. Tal nus terminak pot correspondre a un subjoc
G. de@. Siaquesés el cas, aleshore$G,) = V. En consegiencia, el jugador

!Recordem que el resultat d’un joc el denotemPeaquanés el jugadord I qui el guanya
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Figura 2.5: El jooG' i els seus subjocs.

v(Gy) =V v

Figura 2.6: EljoaG" i els seus subjocs.

te una estratgia guanyadora, en el jocG. Aquesteés jugar d’acord amy fins
arribar a un dels subjogg, i aleshores jugar d’acord amb.

Un argument semblant mostra que si el jugafibite una estragiat’ que
sempre guanya en el j¢f, aleshores te una estegiat guanyadora en el joG.

Com a conseigencia, si el joog te un valor, tamb el te el jocG i v(G) =
v(Q).

Considerem ara el jo6” de la figura 2.6. Aquest joc resulta de considerar
el joc G' substituint el subjoj, per un nus terminal amb I'etiqueta de G,.
La rad per la quen(G,) = V és que el jugadofI perd en el joc unipersongl,
independentment de quina sigui I'agdd o £/ que prengui. A partir de I'argument
que hem desenvolupat abans, si el @pcte un valor, tamé el te el jocG i
v(G") =v(G).

Finalment, considerem el jag&  de la figura 2.7. Aquest joc resulta a partir
del jocG" substituint el subjog,; per un nus terminal amb I'etiqueta del valor de
G,. Com abans, §|" te un valor, tamb el teG" i v(G") = v(G").



Jocs eshtics amb Informacio Perfecta 51

U(QO) =D 1"

"

Figura 2.7: El joag

Pe G” es un joc unipersonal que el jugadopot guanyar escollind. Per
tant, G te un valor iv(G") = V. En consegienciaG tamke te un valor, i
v(G) =v(G) =v(G") =v(G") = V. Concloem doncs, que el jugadbte una
estraégia que li fa guanyar el jo& independentment de quina sigui I'estgia
del jugador/I. Aquesta estragiaésdd.

Que és una estrakgia guanyadora en el jod?

Una manera de trobar una eségifh guanyadora pel jugadben el jocG consis-
teix en examinar la forma esteggica del joc que es mostra en la Taula 2.1. Notem
que la fila corresponent a I'estégfia purald només congé V. Aixo vol dir que si
el jugador utilitza I'estratgiadd guanyaa independentment de quina sigui I'ac-
cio del jugador/I. Per tant, I'estratgiadd s una estragia guanyadora (targb
anomenada estigia dominant). Aquesta, gempot no ser una forma raonable de
buscar estragies guanyadores quan la feina de construir la forma egicatdel
joc es molt complexa.

Una manera alternativa de trobar una estyat guanyadoras seguir el rao-
nament que hem utilitzat per demostrar que existeix una egisaguanyadora
pel jocG. Comencem per examinar els subjocsspetits de&~, é€s a dir aquells
subjocs que no contenen cap altre subjoc en ells. Per cada subjoc senyalem les
branques que corresponen a les decisapisnes dins del subjoc. Imaginem ara
que les branques que no estan senyalades no existeixendéia lloc a un nou
joc G*. Repetim ara el procediment amly i continuem d’aquesta manera fins
gue no resti res a fer. Al final d’aquest procediment hi halmmenys un desen-
volupament del jo& pel que totes les branques han estat assenyalades. Aquests
sbn elstinics desenvolupaments que poden ser seguésd@ coneixement cam
entre els jugadors que cadascun d’ells ndirde guanyar el joc en qualsevol cir-
cumsancia.
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Figura 2.8: El jodG.

Aquest procediment s’il.lustra pel jag en la Figura 2.8.

Nomes un desenvolupament del joc te totes les seves branques senyalades i
porta a una viairia del jugadot/, confirmant aix queés el jugador qui te una
estrakgia guanyadora. Una estgta pura guanyadora es pot llegir directament
de I'arbre escollint una de les branques senyalades a cada nus on li tocaria jugar al
jugador! jugar si s'arribes a tal nus. En el cas del {gcnonés la branca est
senyalada a cada un d’aquests nusos. Per tant el juga€@malnica estragia
pura guanyadora, i aquestadd.

2.3 Elresultat del joc: els pagaments

A I'hora de parlar de pagaments resulta enormenaghpoder identificar cada
resultat d’'un joc amb unbista de pagaments que especifiqui un pagament per
cada jugador. Cada jugador el suposem racional en el sentit de Von Neumann
i Morgenstern,és a dir, cada jugadaractua amb I'objectiu de maximitzar una
funcié d'utilitat v; : 2 — R definida sobre el conjuri? de resultats finals del
joc. El pagamenpel jugadori en el resultaty és aleshores senzillament el nivell
d'utilitat Von Neumann i Morgenstera; (w).

Sigui S el conjunt d’estratgies pures del jugaddren un joc de dos jugadors
i sigui T el conjunt d’estratgies pures del jugaddr/. Si el jugador! utilitza
I'estratgia puras i el jugador /I utilitza I'estrakgia purat, aleshores el de-
senvolupament del joc estompletament com acabem de veure amb eldpc
i mi(s,t) = w;(w). Sien canvi, en el desenvolupament del joc hi ha decisions
aleabries, el parell s, t) defineix undoteria L sobre el conjunf2 de resultats fi-
nals del joc. El pagament (s, t) que el jugadof obt quan el parell d’estragies
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(s,t) es utilitzatés la utilitat esperada de la lotedia Es a dir,

mi(s,t) = Eu;(L).

2.3.1 Eljoc del duel.

Per il.lustrar la idea general de la fuacle pagaments, presentem a contindiaai
joc d’informacb perfecta, de suma zero i amb moviments aleatoris. Adasest
joc de duel: dos duelistes s’aproximen (alternadament) un a I'altre. Cada un d’ells
te una pistola amb una sola bala. La probabilitat de ferir a 'oponent augmenta
amb la proximitat entre els duelistes. Quan proper ha d’estar un duelista del seu
oponent abans de disparar? Aquestditeralment unaiggstd de vida o mort,
doncs si un duelista dispara i falla, I'altre es pot aproximar “fins als nassos”al seu
oponent amb fatals cong@ncies per aquest (veure Binmore, 1992).

Una forma de modelitzar aquesta sitéaes la segjent. Considerem que la
distancia inicial entre els duelisté&s D. Seleccionem punté,, d;, d», . . ., d, tal
que

O=dy<di<dy<---<d,=D.

Aquests punts serveixen de nusos de déclernatius en la representaexten-
siva del joc finit que es representa a la Figura 2.9 pels jugddof$.

En aquesta representad? significa que el jugadof sobreviu i, per tant, el
jugador/I mor. De forma paral.lel® significa que el jugadofI sobreviu i, en
consedjencia, el jugadof mor. Els nusos quadrats representen accionstalest
en aquests nusos. L'atzar decideix si un jugador enceotéallaia el seu tret. La
probabilitat del jugador de ferir al seu oponent quan dispara a unaadisiad és
pi(d). La probabilitat de fallaés doncd — p;(d).

La forma estrategica del joc de Duel.

El que importa sobre una estgta pura en el joc del duék quan proper permet
un jugador arribar a 'oponent abans de disparar. Una egteapura que li diu
a un jugador que esperi fins que I'oponent es trobi a unartigd | aleshores
dispari ad la denominarem cond. Els conjunts d’estraigies $n

Sl - {dn7 dn—27 dn—4a s }
52 - {dn—h dn—37 dn—57 s }
per als jugadorg i 11 respectivament.

En general, si el jugadafr utilitza I'estratgiad i el jugador/ utilitza I'es-
trategiae, aleshores el resultat del joc dgpde qui dispara primer. i> e, de
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Esperar p1(dy)
Disparar Ferir

Fallar
1—pi(dy)

Esperar

da ) I1

Esperar

S

Esperar

Esperar

Disparar

Figura 2.9: La forma extensiva del joc de Duel.

manera que el jugaddrdispara primer, el resultés la loterigp, (d). Aquestaés
una loteria en la que el jugadérsobreviu amb probabilitat; (d) i el jugadori [
sobreviu amb probabilitdt—p; (d). Sid < e, de manera que el jugador dispara
primer, el resultaks la loterigps(¢). Aquestegs una loteria en la que el jugaddr
sobreviu amb probabilitat,(¢) i el jugador! sobreviu amb probabilitat— p,(e).

El pagament que obtel jugador! si utilitza I'estraggiad i el jugadori/
utilitza I'estrakgiac es

m(d,e) = p(d)ur (V) + [1 — pi(d)]ur (D), sid > e,
| [1 = pa(e)Jus(V) + pae)us (D), sid <e.

De forma semblant el pagament queébt jugadori ] si utilitza I'estraggia
e i el jugador/ utilitza I'estrakgiad és

mo(d, ¢) = {[1 — pu(d)]uz (V) + p1(d)uz(D), sid > e,
T pa@)ua(V) + [1 - pafe))us(D), sid <.

Per il.lustrar el joc suposei® = 1 i prenem els valors ségnts:dy, = 0,d; =
0.1,d, = 0.2 etc. de manera qué, = 1 és I'arrel de I'arbre en la representaci
extensiva del joc de la Figura 2.9. La probabilitatd) suposem qués1 —
d, i la probabilitatp,(d) = 1 — d?. Finalment, suposem que la fubail’utilitat
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Von Neumann i Morgenstern pels jugaddrs /1 assigna unes valoracions :
D,V — Rtalqueu (D) =Me(V) =1iuy (V) =MNe(D) = 0.
Considerem, per exemple, el pargi}, ds) = (0.2,0.5). Donat quel, < ds,

mi(dy,ds) =1 —po(ds) =1 — (1 — d2) = d2 = 0.25;
mo(dy, ds) = pa(ds) = 1 —d2 =1 —0.25 = 0.75.
Aquests pagaments es troben a la casella de la Taula 2.2 definida per la columna

ds i lafila dy. En cada casella, el pagament del jugabiés el primer amero i el
pagament del jugaddi el segon.

WiI dg =09 | d7 =07 | d5=05 | d3=03 | d; =0.1
dyp = 1.0 | 0.00, 1.00| 0.00, 1.00, 0.00, 1.00{ 0.00, 1.00| 0.00, 1.00
ds = 0.8 | 0.81, 0.19| 0.20, 0.80, 0.20, 0.80| 0.20, 0.80| 0.20, 0.80
d¢ = 0.6 | 0.81, 0.19| 0.49, 0.51| 0.40, 0.60| 0.40, 0.60| 0.40, 0.60
dy =04 | 0.81, 0.19 0.49, 0.51| 0.25, 0.75| 0.60, 0.40| 0.60, 0.40
d, =0.2 | 0.81,0.19| 0.49, 0.51| 0.25, 0.75| 0.09, 0.91| 0.80, 0.20
dp =0.0 | 0.81, 0.19| 0.49, 0.51| 0.25,0.75| 0.09, 0.91| 0.01, 0.99

Taula 2.2: El joc del duel en forma estgica.

2.4 La solucb del joc: I'equilibri.

Considerem la ségent situad estraggica (veure Scott Bierman i Fémndez,
1998, p.6): una companyia petrolera (diguem-li CP per “catalan petroleum”) ha
comprat el dret a fer prospeccions, extraure i explotar uasitigle petroli de 4
milions de barrils que hi ha en un terreny. Suposem que el preu del ptroé

20 euros/barril (wishful thinking!!) i no s’esperen canvis en aquest preué&s, m
aquest dipsit de petrolis massa petit com per afectar el preu del barril en el mer-
cat, independentment del ritme d’extrazciCP ha de decidir el tamany del pou
que vol perforar per extraure el petradig(a dir el ritme d’extracé). El cost d’'un

pou amplaés de 29 milions d’euros i permet un ritme d’extrécde 6 milions

de barrils 'any. En aquest cas, en (menys d’) un any s’exartatrel petroli. El
cost de bombejar el petrddis de 5 euros/barril independentment del tamany del
pou. L'alternativa de fer un pou estres més barata. Costa 16 milions d’euros i
pot extraure 2 milions de barrils I'any (de manera que el pou s’exl@aenirdos
anys). Suposem finalment, que CP r@nte recursos per fer una perfotacia
Taula 2.3 resumeix la situdci
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(milions d’euros) | pou estret pou ampla
cost de perforaéi 16 29
cost d’extracd 20 20
cost total 36 49
ingressos 80 80
beneficis 44 31

Taula 2.3: El negoci de perfordci extracco per la companyia CP.

Donat que I'inges marginal de passar d'un pou estret a un ampla (zero eu-
ros) és inferior al cost marginal (13 milions d’euros), la dezisiillor &€s perforar
un pou estret. Aquesta conclagiresuposa que C& un monopolista sobre els
drets d'extracd d’'aquest pou. Estudiem ara el problema quan permeten I'en-
trada d’'un competidor. Suposem doncs, que una segona empresa PE (“petrolis
de 'Emporda”) té el dret d’extrac@ des d’el terreny just al costat del de CP, de
manera que amidd empreses tenen &sca la mateixa bossa de petroli. REets
mateixos costos de perforadiextracco que CP.

Si PE decideix tamb perforar, la quantitat de petroli que cada companyia
pugui extraure degm del tamany dels pous que perforin. Si agdbgous 6n
iguals, es repartiran el petroli a parts iguals, 2 milions de barrils. Si els pous s
diferents, I'empresa que perfori el pou ampla extaa@imilions de barrils i I'altra
1 mili6. La Taula 2.4 mostra en forma normal la interdegamia estratgica
entre ambdues empreses en termes de barrils (milions) i en termes de beneficis
(milions d’euros) (exercici: escriure la forma extensiva d’aguest joc):

CP/PE (barrils)| pou estret pou ampla

pou estret 2,2 1,3
pou ampla 3,1 2,2
CP/PE (benef.) pou estref pou amplaj
pou estret 14,14 -1,16
pou ampla 16,-1 11

Taula 2.4: El joc entre CP i PE.

Suposem finalment, que ambdues empreses prenen les seves decisions si-
multaniament,és a dir sense ceixer la decigh de I'empresa rival. Ambak
jugadors per, coneixen la taula anterior.

La pregunta rellevarés ara, quina estiegiaés la millor per a cada empresa?
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2.4.1 Equilibri en estrategies dominants.

Suposem que CP ens contracta per que I'assessorem en aquesta decisi
siderem doncs els resultats en termes de beneficis (els pagaments del joc) per la
companyia CP.

e Suposem que PE decideix fer un pou estret. Quina seria la nostra millor
decisb condicionada a aquesta conjectura? Mirant la taula anterior, veiem
que quan PE decideix perforar un pou estret, Ce @dtmilions d’euros de
beneficis si tamé perfora un pou estret i 16 si perfora un pou ampla.i Aix
doncs, si esperem que PE perfori un pou estret, la nostra millor désisi
perforar un pou ampla.

e Suposem ara que PE decideix fer un pou ampla. Quina seria la nostra millor
decisb condicionat a aquesta conjectura? Mirant de nou la taula anterior,
veiem que quan PE decideix perforar un pou ampla, CB dabtmilions
d’euros de beneficis si perfora un pou estret i 1 si perfora un pou ampla.
Aixidoncs, si esperem que PE perfori un pou ampla, la nostra millor decisi
és perforar un pou ampla.

Combinant aquestes dues reflexions obtenim un resultat interessant. Independent-
ment de quina sigui I'estragia del nostre competidor, la millor decéisie CP

és sempre perforar un pou ampla. Quan apareix aquesta gitliani que l'es-
trategia de perforar un pou amptiomina estrictamentestraegia de perforar

un pou estret, o de forma equivalent, I'esdgiti de perforar un pou estret &st
estrictament dominadgper I'estrakégia de perforar un pou ampla.

Definici6 2.1 (estrakgia estrictament dominada).En el joc en forma normal
ambn jugadorsG = {S),...,Su;u1,...,u,}, siguins; € S;is; € S; dues
estrakgies del jugadoi. L'estratgia s; est estrictament dominada per I'es-
trategias;’ si per cada combinadipossible d’estraigies dels altres jugadors, el
pagament que obtel jugador: utilitzant s; €s estrictament menor que el paga-
ment que ofé el jugador; quan utilitzas;. Formalment,

/
ui(sl, ey 81,84, Sig 1y - - - ,Sn) < ui(317 e 8i21, 85, Sit1y - - - 75n)

V(Sl,...,Si_l,SH_l,...,Sn)651XSQX--'XSi_l XSi—i-l X-'-XSn,

o de forma compacta,

Ui(Si, S,Z’> < ui(s;, S,i) Vs_; € H Sj.
J#i

De forma equivalent podem dir que I'estégias; domina estrictament I'estragia
Si
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La consegenciaimmediata davant d’aquesta sitdd@s que un jugador racional
mai no utilitzaa una estragia estrictament dominada. De la mateixa manera, un
jugador racional mai no pot esperar que un rival utilitzi una esgiatestrictament
dominada.

Tenim doncs un primer criteri per mirar de solucionar un joc. Esbrinem si al-
gun jugador te alguna estegfia estrictament dominada, i eliminem-la. Si en aque-
st pro@s d’eliminacd per un jugador aconseguim eliminar totes les e=sgias
menys una, diem que aquegguna estragia estrictament dominant.

Definicid 2.2 (estrakgia estrictament dominant). Una estraégia per un ju-
gador ¢ és estrictament dominant si domina estrictament totes les altres seves
estratgies.

Com a consegpncia, quan un jugador disposi d'una estggd estrictament
dominant, aquesta sela que utilitzaa.

En I'exemple del joc entre CP i PE, el nostre informe com assessors ds CP
recomanar utilitzar I'estragia estrictament dominant de perforar un pou ampla.

Notem que el joc entre CP i PE es sitric en el sentit que la matriu de paga-
ments es simtrica. Per tant si hem trobat una esttaa estrictament dominant
per CP, tamb hem de trobar-la per PE. Els assessors de PE faran un informe
recomanant a la seva companyia utilitzar I'estgid estrictament dominant de
perforar un pou ampla.

Aixi hem arrivat a la solubidel joc: ambdues empreses CP i PE perforen un
pou ampla i obtenen beneficis de 1 it'’euros. Aquesta soluties coneix com
unequilibri en estraggies estrictament dominants

Definicid 2.3 (equilibri en estratgies estrictament dominants) El perfil d’es-
tratégies{s, sq, ..., s,} €s un equilibri en estrégies estrictament dominants si
per cada jugadot, I'estrategias; € S; €s una estratgia estrictament dominant.

Una caractéstica d’aquest jo@s que s’oli# un equilibri en el que els paga-
ments pels jugadora inferiors al que podrien haver obtingut si haguessin co-
ordinat les seves accions perforant ambdues un pou estret (per obtenir pagaments
de 14 milions d’euros). Aquesta coordinaens trasllada als anomengiss co-
operatiusque de moment deixem de banda. Els jocs al que parem atsici
jocsno cooperatiuen el que els jugadors no tenen la possibilitat de coordinar les
seves accions.

El joc entre CP i PEes un exemple del que gaticament s’anomenac del
dilema del presoneque veurem una mica@&s endavant amb detall.

Hem vist que quan tots els jugadors en un joc tenen unaé&g@astrictament
dominant, podem predir sense anibigt el resultat del joc. Qrpassa pérsi
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una estragiaés “quasi’ped no estrictament dominant? Mirem I'exemple de la
Taula 2.5:

CP/PE | pou estref pou ampla|
pou estret| 14,14 0,16
pouampla| 16,0 0,0

Taula 2.5: Estratgies @bilment dominades.

L'estraggia “pou estret’pel jugadoPFE no esh estrictament dominada per
“pou ampla”. Ambdues estragies generen pagaments zero quan el jugador
adopta I'estratgia “pou ampla”. Diem aleshores que “pou ampdainina abil-
menta “pou estret”, i que “pou ampla&s unaestratégia ebilment dominant

Si tots els jugadors del joc tenen una egtgé# cbilment dominant el perfil
d’estraggies format per les respectives estgaes @bilment dominat formen un
equilibri en estra¢gies @bilment dominants

2.4.2 Equilibri en estrategies reiteradament dominants

La idea de que un jugador racional utilitzara egtgégs dominants no genera con-
troversia. La djestd és que hi ha pocs jocs on podem trobar un equilibri en es-
trategies dominants. Necessitem doncs un concepte d’equilibri diferent per aque-
lls jocs en els que els jugadors no disposen d’esgias dominants. Considerem
I'exemple segent consistent en reformular el joc de les prospeccions de petroli
entre CP i PE ampliant els conjunts d’esdigies incorporant la possibilitat de no

fer prospeccions. La Taula 2.6 mostra les distribucions de beneficis.

CP/PE || no perforar| pou estret pou ampla
no perforar 0,0 0,44 0,31
pou estret 44,0 14,14 -1,16
pou ampla 31,0 16,-1 1,1

Taula 2.6: Estragies reiteradament dominants (1).

Recordem que aquesta matriu de pagamente coneixement camhambas
jugadors én racionals.

Fixem-nos, en primer lloc, que I'estegfia “pou ampla” domina estrictament
a l'estrakgia “no perforar” pay no domina estrictament a 'estegia “pou es-
tret” per amb@s jugadors. Per tant, aquest joc no te un equilibri en esfiex
dominants.
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Considerem, per exemple el jugador CP. El fet de que “pou ampla” domina
estrictament a “no perforar” vol dir que CP mai no utilitzara aquesta egteat
de manera que, a efectes de identificar les egfies d’equilibri, podem reduir la
matriu de pagaments tot eliminant la fila corresponent a I'égjrat'no perforar”,
tal com mostra la Taula 2.7.

CP/PE | no perforar| pou estret pou ampla
pou estret 44,0 14,14 -1,16
pou ampla 31,0 16,-1 11

Taula 2.7: Estratgies reiteradament dominants (2).

Considerem ara, el jugador PE. En aquesta matritidedliestrakgia “pou
ampla” domina estrictament tant I'esigta “pou estret” com I'estragia “no per-
forar”, de manera que, a efectes de identificar les egfied d’equilibri, podem
reduir la matriu de pagaments tot eliminant les columnes corresponents a les es-
trategies “no perforar” i “pou estret”. Veiem-ho a la Taula 2.8.

CP/PE | pou ampla
pou estret -1,16
pou ampla 1,1

Taula 2.8: Estratgies reiteradament dominants (3).

Finalment, en una tercera itera¢ornem a considerar el jugador CP per veure
que en aquesta matriuas redida, I'estraggia “pou ampla’domina estrictament
'estraigia “pou estret”, de manera que, a efectes de identificar leseggtsmt
d’equilibri, podem reduir la matriu de pagaments tot eliminant la fila corresponent
a I'estrakgia “pou estret”, com mostra la Taula 2.9,

CP/PE | pou ampla
pou ampla 1,1

Taula 2.9: Equilibri en estragies reiteradament estrictament dominants.

per obtenir que els jugadors utilitzaran I'esbgift “pou ampla”. Aquest perfil
d’estrakgies obtingudes eliminant successivament ésjias estrictament domi-
nades 'anomenemquilibri en estra¢gies reiteradament estrictament dominants

Deuria resultar obvi que un equilibri en eségies dominantés un equilibri
en estraggies reiteradament dominants @eo a la inversa).
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CP/PE | pou estret pou amplaj
pou ampla 16,0 0,0

Taula 2.10: Eliminad@ reiterada d’estragies @bilment dominades (1).

CP/PE | pou ampla
pou estret 0,16
pou ampla 0,0

Taula 2.11: Eliminad@ reiterada d’estragies @bilment dominades (2)

Definicio 2.4 (Estrategia reiteradament estrictament dominant).Una estraé-

gia és reiteradament estrictament dominant per un jugader i nones siés

I inica estrakgia enS;, on S; és la intersecd de la segent segéncia de con-
junts d’estrakgies iteradament subconjunts de I'anterior: &) és el conjunt de
totes les estragies del jugadoi que no estan estrictament dominades; (b) per
n > 1, S* és el conjunt d’estratgies enS!' que no estan estrictament domi-
nades quan restringim als altres jugadgrs~ i a les estraggies erS?fl.

Definici6 2.5 (Equilibri en estrategies reiteradament estrictament dominants).
El perfil d’estrakgies(sy, so, . . ., s,) €S un equilibri en estragies reiteradament
estrictament dominants si per cada jugadors; €s una estragia reiteradament
estrictament dominant.

Nota 2.1. En I'exemple anterior, hem comencat eliminant egigats dominades
del jugador CP. Ens podem preguntar si aquest ordre que hem utilitzat condiciona
el resultat final del joc. La resposta (afortunadamess)que quan eliminem es-
trategiesestrictamentominades I'ordre d’eliminadi és irrellevant per resultat
final. Aquest n@s el cas quan eliminem estegies @bilment dominades. Con-
siderem 'exemple de la Taula 2.5. Ja hem comentat que pel jugadon’es-
trategia “pou ampla”domina ébilmenta I'estrategia “pou estreat” i pel jugador
CP, l'estrategia “pou ampla” domina eébilmenta I'estrategia “pou estret.

Si considerem en primer lloc el jugad6fP i eliminem I'estrakgia “pou es-
tret” ens quedem amb la matriu de pagaments que mostra la Taula 2.10, de man-
era que el jugadorPE és indiferent entre jugar “pou estret” o “pou ampla” i
tenim dos equilibris (pou ampla, pou estret) i (pou ampla, pou ampla) amb paga-
ments associatd 6, 0) i (0,0) respectivament.

En canvi, si considerem en primer lloc el jugad®F i eliminem I'estragégia
“pou estret” ens quedem amb la matriu de pagaments que mostra la Taula 2.11,
de manera que el jugadar P és indiferent entre jugar “pou estret” o “pou am-
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pla” i tenim dos equilibris (pou estreat, pou ampla) i (pou ampla, pou ampla)
amb pagament§), 16) i (0, 0) respectivament.

Nota 2.2. Tornem al concepte d’equilibri en estegfies reiteradament estricta-
ment dominants. Aquess un concepte d’equilibri que exigeix molta racionalitat.
Necessitem coneixement dosobre la racionalitat dels jugadors. En altres pa-
raules cada jugador sap que @k racional i que els rivals tan&sOn racionals;
sap tamk que els rivals saben que ék racional; sap tambque els rivals saben
gue ell sap que els rivals saben queéslracional, etc, etc, etc.

Per visualitzar les implicacions d’aquest sagit, considerem la ségnthistoria
dels barrets

Un rei te tres fills. Per designar successor els sotmet a una prova. Crida als
fills i els hi posa un barret a cada un d’ells de manera que cada fill veu els barrets
dels seus germans peno el propi. El rei anuncia als fills que te 5 barrets, tres
negres i dos blancs. La prova consisteix en deixar als tres germans tancats en una
habitacb sense miralls. Al final de cada dia, el rei ania visitar als fills i els hi
preguntara si al@ sap el color del seu barret. Qui encerti primer ae futur rei.

La sediencia d’esdevenimenés la segent:

¢ al final del primer dia ning no diu res;
¢ al final del segon dia ningno diu res;
o al final del tercer dia tots tres es precipiten a la porta per a ser el primer.

La pregunta al lectogs, de quin color@n els barrets dels fills del rei? Imaginem-
nos doncs que som un dels fills del rei.

e Si la distribucd de barrets fos dos blancs i un negre, el primer dia hages
sortit el fill amb el barret negre. Com a»o va passar, vol dir que aquesta
no és la distribucd.

e Si hi ha un barret blanc i jo el veig, donat que ahir no va sortir ning
necesariament el meu barret no pot ser blanc. En corigawia, el meu
barretés negre.

e Donat que el segon dia no ha sortit nimgol dir que nindgl no ha vist cap
barret blanc, de manera que tots han de ser negres. Al tercer dia tots saben
gue tots els barretsds negres i es precipiten a la porta.

Nota 2.3. Tot i que la idea de I'equilibri en estragies reiteradament estrictament
dominantses atractiva i poc controvertida, hi ha molts jocs en que no ens ajuda
a trobar la solucd. Considerem la variadidel joc de les prospeccions de petroli
gue mostra la Taula 2.12
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CP/PE || no perforar| pou estret pou ampla|
no perforar 0,0 0,44 0,31
pou estret 44,0 14,14 2,16
pou ampla 31,0 16,2 1,1

Taula 2.12: Variad@ del joc entre CP i PE (1)

CP/PE | pou estref pou amplal
pou estret| 14,14 2,16
pou ampla 16,2 1,1

Taula 2.13: Varia@ del joc entre CP i PE (2)

Ara, el benefici d’'una empresa que perfora un pou estret quan el seu competi-
dor perfora un pou ampla a canvi de patir unardua de 2 milions d’euros, te un
petit guany de 2 milions d’euros.

En aquesta situabi “no perforar’és una estragia estrictament dominada
per ambdues empreses, de manera que podem simplificar el joc i considerar la
matriu de pagaments de la Taula 2.13.

En aquesta matriu ja no hi ha cap estegia estrictament dominada. Com
solucionem el joc?

2.4.3 Equilibri de Nash

La resposta a la pregunta anteésrque I'estratgiadptima de cada jugador dep
de I'estraégia que cada jugador pensa que el seu rival utiitz&onsiderem la
situacb de la Taula 2.13.

Suposem que PE pensa que CP decidira perforar un pou ampla. Condicional-
ment a aquesta creenca, la millor resposta déd$erforar un pou estret (peggu
li permet obtenir un pagament de 2 en front d’'un pagament de 1 si perfores un pou
ampla).

De forma semblant, suposem ara que CP pensa que PE perforara un pou es-
tret. Condicionalment a aquesta creenca, la millor resposta des@Brforar un
pou ampla (perqai li permet obtenir un pagament de 16 davant d’un pagament
alternatiu de 14).

Veiem doncs que les creences d’'ambgugadors 8n compatibles. En altres
paraules, siambdues empreses pensen que el perfil (Bgédsatjue adoptaran CP
i PE és(pou ampla, pou estregleshores el millor que poden fes precisament
adoptar aquest perfil. Diem doncs que aqéssin perfilauto-reforcanto tamte
estrakgicament estable
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Aquesta manera de pensar @m fonament de la metodologia per trobar
una “estraggia racional”. El parell d’estragies(pou ampla, pou estreper CP
i PE respectivament 'anomeneBquilibri de Nashen honor de J. Nash qui va
proposar aquest concepte d’equilibri en el 1951.

Definici6 de I'equilibri de Nash.

Mirem ara de formalitzar la idea de I'equilibri de Nash per un joc generaliamb
jugadors. A és particularmentaicil d’expressar en termes de les funcions de
pagament.

Definici6 2.6 (Equilibri de Nash). Considerem el joc en forma normal

G ={51,59,...,Sn;u1,ug, ..., up}.

Diem que el vector d’estragies(s;, s3,...,s), sf € S;, i =1,2,...,nésun
equilibri de Nash si per cada jugadar s; és la millor resposta a les estigies
especificades pels altres— 1 jugadors(sy, s5, ..., s, 1,55 1,...,55).

Hi ha al menys dues formulacions alternatives (i equivalents) d’aquest con-
cepte d’equilibri.

Definici6 2.7 (Equilibri de Nash). Considerem el joc en forma normal

G ={51,5,...,Sn;u1,ug, ..., up}.

Diem que el vector d’estragies(s}, s5,...,s), st € S;, i = 1,2,...,nésun
equilibri de Nash sis; maximitza la fun® de pagaments del jugadarquan
els altresn — 1 jugadors utilitzen les estragies(s;, s3,...,5/ 1,55 1,...,55).
Formalment,

s; = argggggui(s’f, 83y s S5 1381811 5y), Vi=1,2... n.

Definici6 2.8 (Equilibri de Nash). Considerem el joc en forma normal
G ={51,59,...,Sn;u1,ug, ..., up}.

Diem que el vector d’estragies(s;, s5,...,s), st € S;, i = 1,2,...,nésun
equilibri de Nash sis; maximitza la fun® de pagaments del jugadarquan
els altresn — 1 jugadors utilitzen les estragies(s;, s3,...,5/_ 1,55 1,-..,55).

’n
Formalment,

* * * * * * * * * * *
Ui (87,85, oy 5113858541+ Sp) ZUi(5], 855 -+ 181,563 814155 5n),

)
VSiESi,izl,Q,...,n.
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Aquestes definicions ens diuen que que el jugadoo pot millorar el seu
pagament jugant qualsevol altra estgaa diferent des} si algun altra jugadoy
no es desvia de la seva est@itis?, j # i. En aguest sentit, pel jugadors; és
la millor resposta al vector d’estegies dels altres — 1 jugadorss;, j # i,j =
1,2,...,n.

Per acabar de clarificar el significat del concepte d’equilibri, suposem, a senso
contrario, que un vector d'estegfies(sy,...,S,), §; € S;, Vi no és equilibri de
Nash del joc en forma normé&l. Aixo vol dir que hi ha algun jugadarpel que
5; no és la millor resposta al vector d’esegtes(s;, ..., 31, Sit1,--.,8,). EN
altres paraules, el jugadote una estratgia alternativa; € S; tal que

Ui(Sl, e o3 8i—15Sis Sigls - e Sn) > UZ'(Sl, e 3 8i—15 80y Sigls - e Sn).

Comentaris al concepte d’equilibri de Nash.

(i) La definicb d’equilibri de Nastes subtil. De fet, identificar equilibris de Nash

en jocs senzills amb molts jugadors pot seiadif La presumpd de que els
jugadors adoptaran estegies de Naslks nés controvertida que el sagit que
adoptaran estragies estrictament dominants o reiteradament estrictament dom-
inants. En canvi, pé; el concepte d’equilibri de Nash s’ha mantingut com el
concepte d’equilibri fonamental per als jocs no cooperatius.

Per entendre per @uaixo €s aix hem de distingir enfoc normatiude I'enfoc
positiude la teoria de jocs. Com hem vist abans, si un vector d’egfied nces
equilibri de Nash vol dir que hi ha algun jugador que pot obtenir millor resultat
jugant una estragia alternativa. Si entenem la teoria de jocs en el sentit normatiu,
és a dir com una teoria que ens dantun conjunt de jugadotsauriende jugar
un cert joc, es ditil justificar qualsevol forma de jugar que sigui inconsistent
amb el concepte d’equilibri de Nash (o amb la racionalitat dels oponents de cada
jugador). En canvi, la teoria de jocs resulta mokgdificil de justificar sota
I'enfoc positiu, €s a dir com una descrificide la forma com efectivament els
agents prenen decisions en una sitaatinteracco estraggica. De fet, molts
estudis experimentals conclouen que els jugadors de forma consistent utilitzen
estraégies que no@n equilibris de Nash. (Veure per exemple I'article pamoic
de Holt, 1995).

(i) Una altra ré que fa el concepte d’equilibri de Nash controvesstque
sovint noésunic. Per exemple, en el joc de les prospeccions petroleres entre CP
i PE, hem identificat el parell d’estegies(pou ampla, pou estreper CP i PE
respectivament com un equilibri de Nash. De fetésd'Unic. Es fcil verificar
que el parell d’estragies(pou estret, pou ampldaamte és un equilibri de Nash.
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La multiplicitat d’equilibrisés un problema per@uel concepte d’equilibri no
permet predir I'elec@ d’estraégies del joc. En altres paraules, necessiteéds m
informacb al voltant del context en el que es desenvolupa el joc, de les possibil-
itats de comunicadi entre els jugadors, etc. Hi ha dos camins de sortida. Una
primera consisteix en utilitzar un altre concepte d’equilibri que permeti obtenir
una soluad Unica pel joc (per exemple I'equilibri de punt focal); I'altea modi-
ficar (“refinar”) el concepte d’equilibri de Nash de manera que seleccioni solament
un dels equilibris (per exemple, I'equilibri perfecte en els subjocs).

De la mateixa manera que la multiplicitat d’equilib&s un problema, la man-
ca d’exisénciaés un problema igualment important&imés. En aquest cas, la
solucib acostuma a ser o be canviar el concepte d’equilibri o be ampliar I'espai
d’estrakgies permetent, per exemple, I'us d’esigies mixtes.

Encara que no es acceptada universalment entre@lisdeale jocs, una ac-
titud adequada davant del problema de la seted®@quilibris €s la mateixa que
te un materatic davant de la solugid’'una equad@ de segon ordre. Si li pre-
guntem quina arrel recomana com la sobutdorrecta”’ens di que tal pregunta
no te sentit en abstracta. Quan en un model matiengque mira de representar
algun aspecte del om real sorgeix una equacqguadatica, computem ambdues
arrels i aleshores ens preguntem quina d’elles te sentit pel fenomen particular del
mon real que el model tracta de descriure. Sovint una de les @&saiggativa
i 'altre positiva, i podem rebutjar la primera pegno te sentit en el ém re-
al. De forma semblant, lalgstd de quin equilibri seleccionem en un joc resulta
amb frediéncia inadequada fins que no intramlel context en el que el joc s’ha
d’aplicar. No estem proposant que no hi ha res a guanyar a partir dels refina-
ments de I'equilibri de Nash, sinque la dgiestd de quin refinament, si hem de
fer-ne servir algun, deuria utilitzar-se normalment requerdds mformaad que
la continguda en la definigiestricta d'un joc. A vegades, un examen cuiad
del context ens suggeaii’estudi d’un joc niés complicat que te uianic equilib-
ri. Més fredientment, el téric de jocs es troba abocat a I'exercici d'imposar el
seu propi judici en la modelitzaidel joc a I'hora de fer una seleéail’entre els
equilibris disponibles.

Exemple 1: el joc de duel.Recuperem el joc de duel presentat en la £e2@8.1.
A continuaco reprodiim la matriu de pagaments en la que hem assenyalat
amb un asterisc (*) el millor pagament pel jugadogn cada columnai el
millor pagament pel jugadaf/ en cada fila. Per exemple, pel jugador
0.40 te un asterisc en la colummlg. Aix0 ens diu que I'estragiadg és la
millor resposta del jugadaf a I'eleccd de I'estraggiads; del jugador/ /.
Sovint hi haua varies millors respostes. Per exemple, qualsevol esgfiat
diferent ad;, és la millor resposta del jugaddra I'eleccb de I'estraggia
dy pel jugador/ 1.
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1/ dg=09 [ d7 =07 ds = 0.5 d3 =03 [ d;=0.1
dip = 1.0 | 0.00, 1.00*| 0.00, 1.00*| 0.00, 1.00* | 0.00, 1.00*| 0.00, 1.00*
dg = 0.8 | 0.81* 0.19| 0.20, 0.80*| 0.20, 0.80* | 0.20, 0.80*| 0.20, 0.80*
de = 0.6 | 0.81* 0.19| 0.49*,0.51| 0.40*, 0.60* | 0.40, 0.60*| 0.40, 0.60*
d, = 0.4 | 0.81% 0.19| 0.49*,0.51| 0.25,0.75* | 0.60*, 0.40| 0.60, 0.40
dy, = 0.2 | 0.81% 0.19| 0.49%,0.51| 0.25,0.75 | 0.09, 0.91* 0.80* 0.20
do = 0.0 | 0.81*% 0.19| 0.49*%, 0.51| 0.25,0.75 | 0.09,0.91| 0.01, 0.99*

Taula 2.14: El joc del duel en forma estrgica (2)

Notem que linica casella que te els dos pagaments amb aséiscque
correspon a la columné; i a la fila dg. Aix0 vol dir que norés el parell
d’estrakgies(ds, dg) constitueix un equilibri de Nash. En aquest equilibri,
el jugador! dispara a una diahciadg = 0.60.

Exemple 2: El dilema del presoner.La hisbria és la segjent: Dos sospitosos
son arrestats i acusats d’'una a@cariminal. La policia peb no te prou
evidencia per condemnar als sospitosos a menys que un d’ells confessi. La
policia mané als sospitosos en cel.les separades i explica a cada un d’ells les
consedjencies que tindran les accions que poden prendre. Aquestes accions
son dos per cada jugador: confessar o no confessar. Si cap d’ells confessa,
la policia els acusara d’algun delicte menor i la sentencia dam mes
de pre$. Si ambds confessen, aleshoresagsentenciats a quatre mesos
de preé cada un d’ells. Finalment, si un sog@tconfessa i I'altre no, el
primer quedax lliure i el segon sersentenciat a cinc mesos de [@réguatre
per I'accd criminal i un altre per obstruadtia la justcia). Per completar la
descripcd del joc, suposem que la utililitat (von Neuman-Morgenstern) que
obtenen els jugadors demesos de présesu;(z) = —x.

El joc en forma normal i extensiva es mostren en la Taula 2.15 i la Figu-

ra2.10
No Confessar Confessar
No Confessar -1,-1 -5,0
Confessar 0,-5 -4.-4

Taula 2.15: El dilema del presoner

Si aquest joc es juga un sola vegadanit equilibri de Naslés (Confes-
sar, Confessar). Es important assenyalar que una millor gdeciambds
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-4-4) 0.-3) -3,00 -1-13

I

Figura 2.10: El dilema del presoner

jugadors hagés estat (No confessar, No confessar). 0ol dir que I'e-
quilibri de Nashno té la propietat de la optimalitat de Pareto, i per tant els
jugadors poden tenir forts incentius a obtenir resultats cooperatius en situa-
cions no cooperatives. Aquest tema el deixarem per mes endavant quan
parlem de jocs repetits.

Exemple 3: La batalla dels sexesUna parella planeja sortir una nit. Hi ha dues
possibilitats. Ella prefereix anar a I'opera, i ell prefereix anar al futbol.
Ambdbs peb prefereixen estar junts que anar separats. Al gwda un
d’ells ha de decidir que vol fer mentre estan als seus despatxos respec-
tius. No tenen t@fon. Aixi cada un d'ells pensa que li agradaria anar a
veure I'espectacle preferit. Si ho aconsegueixen obtenen un nivell d’utilitat
(pagament) raxim de dues unitats, si no ho aconsegueixen pan junts
i aleshores obtenen un nivell d’utilitat associat al fet d’estar junts el que es
tradueix en 1 unitat. Si les decisions respectives els fan anar a veure es-
pectacles diferents, i per tant passant la vetllada separats, obtenen el pitjor
pagament possible, zero.

El joc en forma normal i extensiva es mostren en la Taula 2.16 i la Figu-
ra2.11.

lEIIa/E_il Opera| Futbol
Opera 2,1 0,0
Futbol 0,0 1,2

Taula 2.16: La batalla dels sexes.

Aquest joc, quan es juga una sola vegadalds equilibris de Nash (Opera,
Opera) i (Futbol, Futbol).
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(L2 (0,03 0.0y 21

Figura 2.11: La batalla dels sexes

Relacions del concepte d’equilibri de Nash amb altres conceptes d’equilibri.

El concepte d’equilibri de Nash éstelacionat amb els conceptes d’equilibri
definits peviament. En particular,

() Siun perfil d’estraggiesés un equilibri en estragies dominants o un equi-
libri en estraggies reiteradament estrictament dominants d’un joc, aleshores
és I'linic equilibri de Nash d’aquest joc.

(i) Si un perfil d’estraggiesés un equilibri en estragies @bilment domi-
nants d'un joc, aleshorass tamié un equilibri de Nash del joc, pemo
necesariament lUnic.

(iii) L'eliminaci6 d’estraégies @bilment dominades a vegades ta@aimina
estrakgies que&n equilibris de Nash.

Veiem en detall la reladi entre I'equilibri en estragies reiteradament estricta-
ment dominants d’un joc i I'equilibri de Nash.

Proposicid 2.1. En el joc en forma normaly = {Si,...,S,;u1,...,u,}, Siel
perfil d’estrakgies(s], . .., si), si € S; és un equilibri de Nash, aleshores aquest
perfil sobreviu a I'eliminad successiva d’estragjies estrictament dominades.

Demostradd. Procedirem per contradi@i Suposem que un dels elements del
perfil d’estrakgies(s3, ..., s’) queés equilibri de Nash pot ser eliminat per ser

estrictament dominat. Diguem-ne, senéeduia de generalitat, que aguest element
éss;. Aleshores ha d’existir una estegias; € S, tal que

* ~
Ui (81,5 8i1, 875 Sit1s -+ 5n) < Ui(S1, -+, 8i1, 84y Siv1, -+ -1 5n), V5_; € Sy,

Ons_iE(81,...,31_1,3“1,...,sn)IS_i:Sl X"'XSi_l XSi+1 X”'XSn.
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Donat ques! és la primera estragia eliminada en el prés d’eliminacd suc-
cessiva, les estragies dels altres jugadors no han estat eliminades. Un d’aquests
perfils estratgiess_; &s precisament’ ,, de manera que,

L1

* * * * * * * ~ * *
Ui (8], 851,81 8541y 550) < UH(ST, -y Si 1586, Sip1s---15n),

’ren

el que es contradictori amb la defirbail’equilibri de Nash. O

Proposicid 2.2. En el joc en forma normaly = {S4,..., Sy u1, ..., u,}, Sile-
liminacib successiva d’estragies estrictament dominades elimina tots els perfils
d’estratgies menys ufs;, ..., sh), si € S;, aleshores aquest perfil constitueix

ren

g

I Gnic equilibri de Nash.

Demostradd. Hem de demostrar que &7, ..., s:) &s I'Unic perfil que sobre-
viu I'eliminaci6 successiva d’estragies estrictament dominades, alesh@san
equilibri de Nash. Procedim per contraditci

Suposem que el procediment d’elimina@uccessiva d’estrgies estricta-
ment dominades noés deixa(s}, ..., s:) pero aquest perfil n@s equilibri de
Nash. Aleshores ha d’haver una esttaas; € S; que faci que no es satisfaci la
definicid d’equilibri de Nash pér que ha estat eliminada per una altra estyizt
3; en algun moment del prés d’eliminacd successiva d’'estrgies estrictament

dominades. Formalment,

* * * * * * * * *
Wi (87, Sy 1, St Sty sSn) < UH(ST, oy Si1s 56, Siq1s -1 8m),
iameésds; € S, tal que
ui<51, ey 81, Siy Sit1, - - .,Sn> < ui(sl, ey Si—1, Siy Sit1, - - .,8n>, Vs_;. (21)

Donat que el perfil d’estragies(s},...,s;_,s..,...,5;) mai s’elimina, una
implicaci6 de la desigualtat (2.8s,

Wi (ST, Si 1, SinSipts - Sm) < Ui(ST, .0 81 1580584 1,---,5n)
Ara podem tenir dos escenaris.
(i) Sis; = s tenim una contradic6ii conclou la demostragi

(i) Si s; # sf donat que ha estat eliminada en algun moment delgs;dta
d’existir una estratgias; € .S; que I'elimini. Es a dir,

ui(sl, ey Sic1, 86y Sikl, - - .,Sn) < ui(517 e 751'—1752'751'—4—17 o .,Sn), VS_Z'.
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Aleshores, a partir de la desigualtat (2.1)
wi(Siy S—i) < ui(8iy5-;) < ui(84,5-4), Vs_.
Com les estragiess” ; no han estat eliminades, tatlb’ha de verificar que
wi(si,87;) < ui(8,8%,) < wi(8i,8%,),
és a dir
wi(Si, s7;) < ui(8;,8™,).

Aleshores, si; = s} obtenim una contradicsi Si pel contraris; # s; vol
dir que existeix una altra estegias; que elimina &;, etc, etc.

Donat ques! és l'Unica estratgia que sobreviu al prés, la repeti@ d’aquest
proces tanca la demostraci O

A continuaco il.lustrem aquests resultats amb un parell d’'exemples.
l.lustraci 6 de (i).
Considerem el joc de dos jugadors que es mostra en la taula 2.17.

12| E| C | D
A 4351|622
M| 21|84]|36
B (30]96]28

Taula 2.17: Nash vs eliminazisuccessiva d’'estrgies estrictament dominades

().

Des d’el punt de vista del jugador 2, I'estegtaC' est estrictament dominada
per I'estraégia D, de manera que podem eliminar-la i la matriu de pagaments es
redueix a la taula 2.18.

1/2| E | D
A | 43|62
M| 21|36
B |30]28

Taula 2.18: Nash vs eliminatisuccessiva d'estryies estrictament dominades

().

Des de Ibptica del jugador 1, I'estragia M est estrictament dominada per
I'estratgia A, de manera que podem eliminar-la i la matriu de pagaments es re-
dueix a la taula 2.19.
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1/2| E | D
A || 43]6,2
B |3028

Taula 2.19: Nash vs eliminatisuccessiva d’estrgies estrictament dominades

3).

Des de lbptica del jugador 1, I'estragia B est estrictament dominada per
I'estratgia A, de manera que podem eliminar-la i la matriu de pagaments es re-
dueix a la taula 2.20.

1/2| E | D
A || 43]6,2

Taula 2.20: Nash vs eliminazisuccessiva d’estragies estrictament dominades

(4).

Finalment, pel jugador 2 I'estragia D est estrictament dominada per I'es-
trategiaE/, de manera que podem eliminar-la i la matriu de pagaments es redueix
alataula 2.21.

12| E
A |43

Taula 2.21: Nash vs eliminazisuccessiva d'estrgies estrictament dominades

(5).

L'eliminaci6 successiva d’estragies estrictament dominades deixa(umc
parell d’estragégies quees equilibri de Nash. Es deixa al lector verificar que el
parell(A, E) és equilibri de Nash i no hi ha cap altre parell d’estgés que sigui
equilibri de Nash.

ll-lustraci 6 de (ii) i (iii).

Recuperem I'exemple de la Taula 2.5. Ja vam veure que hi havia dos equilibris
en estratgies reiteradamentdilment dominants. Segon l'ordre d’eliminagi
vam obtenir be els equilibri&, A) i (b, B) o be els equilibriga, B) i (b, B).

Si ara calulem els equilibris de Nash d’aquest joc en trovarendirés), (b, A)

i (b,B).

Per tant efectivament un equilibri en esbgies reiteradamenétilment dom-
inantsés equilibri de Nash, pero hi ha un equilibri de Nash quésequilibri en
estrakgies reiteradamengbtilment dominants. (Afirmaagi(ii)).
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A la vegada veiem tan@que I'eliminacd d’estrakgies @bilment dominades
pot eliminar vectors d’estragies que @n equilibris de Nash. (Afirmaagi(iii)).

Espais d’estraggies continus vs. espais d’estragies discrets.

Els exemples de jocs que hem vist fins ara tenen una cdsdic@rcomuna: els
conjunts d’estratgies dels jugadors; tenen un imero finit d’elements. Aid re-

sulta natural en jocs com el dilema del presoner o la batalla dels sexes. En canvi,
te menys sentit en, per exemple, el joc entre els productors de petroli on sembla
més realista que els jugadors puguin decidir qualseahdire pel pou. Hi ha
molts jocs ecoamics on resulta natural suposar que el conjunt d’ésjias dels
jugadors coré un continu d’elements. Per exemple, jocs de quantitats, de preus,
de localitzadd, d’inversb, de poitica monearia, etc. L'exemple paradigmtic
d’aquest tipus de jocés duopoli de Cournot. Veiem doncéns resoldre un

joc quan els jugadors tenen conjunts d’estgs continus recordant el joc de
Cournot.

Imaginem un mercat d’'un producte homogeni on dues empreses competeixen
en la produc@ d’aquest be amb l'objectiu de maximitzar els seus beneficis de
forma independent (es a dir, sense comunicar-se entre elles). Per portar a terme la
producco, les empreses utilitzen una tecnologia de rendiments constants a escala
(la mateixa per ambdues empreses) descrita per lgeséfunco de costos:

Ol(ql) = Cd4i, ceE R++7 L= ]-7 27

on g; representa el volum de produoale I'empresal.

En aquest mercat hi ha consumidors dotats de greéées ben definides, que
permeten derivar la demanda individual pel be @eggp. Aquestes demandes in-
dividuals satisfan totes les propietats desitjables, de manera que les podem agregar
per obtenir la demanda de mercat:

P(Q):{a_Q Sl a>c,

0 altrament

on (Q representa la quantitat agregada de producte que arriba al m@rcat,
q1 + q2.
Els conjunts d’estragies de les emprese®sS; = [0, a]. En altres paraules,
una estragia per una empress un volum de produdtig; € S;. Donades les
funcions de demanda i costos, i donat que les empreses decideixen els seus volums
de producd sense saber la deddie I'empresa rival (i.e. decisions simaiies),
la funcib de pagaments (de beneficis) de cada empresa depead popia de-
cisio aiXi com de la decisi del rival,

77'@'(%;(]]') = Qi(a - Q) — Cq; = Qi(a —C—(; — Qj)a 1,7 =121 7é J-
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Ara ja tenim tots els ingredients per resoldre el joc de Cournot que podem repre-
sentar, en forma normal, co = {5y, So; m, T }.

Per resoldre el joc hem de decidir, en primer lloc, el concepte d’equilibri que
volem utilitzar. Naturalment, amb conjunts d’esdgies infinits no podem pro-
cedir a eliminar estragies estrictament dominades, 0 successivament estricta-
ment dominades. Per tant utilitzarem I'equilibri de Nash.

Definici6 2.9 (Equilibri de Nash). En aquest context, un equilibri de Nash&er
un parell d’estrakgies(q;, ¢5) que permetin maximitzar els beneficis d’ambdues
empreses simhiament. Altrament dit, aquest parell d’esegies te la propietat
de que quan I'empresagpensa que I'empresadecidira produir g7, la seva millor
decisd per maximitzar els seus benefiés precisament’. Formalment,q¢?, ¢;)

es un equilibri de Nash si,

Una manera alternativa d’expressar aquesta idsa

r = ii;ﬂfy‘v.:laz. .
4 arggleaggﬂ(q ), 0] i F#

Per trobar aquest parell d’esggtes(q;, ¢;), utilitzarem el teorema ségnt,

2
Teorema 2.1.Sif(x, y) és dues vegades camiament diferenciabl a;; (x,y) <

0 per tots els valors en el seu domini, alesharés€s un naxim global def si i
nones si satisd la condicb de primer ordre per un H)(Im,a—f(l‘*, y) = 0.
X

Aplicant aquest teorema al nostre exemple, la ford® pagaments del ju-
gadorsés dues vegades camtament diferenciable i la segona derivédanega-
tiva per qualseval; € S;:

Wi(Qiqu) =gila—c—q; — Qj)7
87T,~ % %
a—q(%,%) =a—c—2q — g,
827'('1'

Examinem doncs la condizide primer ordre:

87@ % %
a—qi(Qm%‘):a_C_qu' _szo-
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a—c

Figura 2.12: El joc de Cournot

Aquesta la podem expressar com,

a—c— g
2

Aquesta fund que resulta de resoldre la condiae primer ordre s’anomena
funcid de reacad o tamle funcio de respostaptimadel jugadori.. Gerericament
la representem comj (¢;) i la interpretem com aquella estegiag; que permet
maximitzar el pagament del jugadbguan aquest preveu que el jugadautil-
itzara I'estrakgiag; € ;.

Escrivim expicitament les condicions de primer ordre de cada jugador,

q; (qj) =

% a—C—(q
ql(q2) = 2 2
. a—c—
Bla) = 5

La figura 2.12 representa aquestes funcions. Si resolem aquest sistema d’equa-
cions obtenimy = GT_C, és a dir I'estratgia Optima per ambals jugadores

produir una quantitate — ¢)/3. Aquest parell de volums de produé@s pre-
cisament I'equilibri de Nash-Cournot. Els pagaments (beneficis) que obtenen els

A
jugadors én 7 = u.

Fixem-nos que gfx?icament, I'equilibri de Nasks precisament el punt d’in-
tersecad de les funcions de reaéciEn altres paraules, les estgies d’equilibri
de Nash &n un punt fix de les funcions composade&(¢1)) 1 ¢2(q1(qz))-

Podem resumir aquesta discassn el segent,
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Teorema 2.2. Suposem que dos jugadors juguen un jo@tgsion els conjunts
d’estratgies per ambok jugadors 6, .S;) estan representats per punts sobre
la recta real i les funcions de pagament respectiv@s sstrictament @ncaves

i dues vegades cdmuament diferenciables en lagpia estraégia del jugador.
Denotem pew;(s;) ons; € S;, la funcib de reacdd del jugadori. Aleshores
(s, s5) @s un equilibri de Nash d’aquest joc si i némsis; (s5) = s7 i sa(s}) =

S5.

2.4.4 Exisencia d’equilibri de Nash.

El supsits del model&n els segents:
() és un model eatic.
(i) Hi ha un nimeron de jugadors. Aquestimerogés fix i finit.
(iii) Cada jugador te un conjunt d’estraggiesS; C R compacte.

(iv) Els jugadors tenen com a objectiu la maximitzadel seu pagament. En
el pro@s de decigi, els jugadors @ conscients de les interaccions es-
trategiques entre ells.

(v) Siguis = (s1,59,83,...,5,); Si € S; un vector d’estragies;;(s) denota
la funcid de pagaments del jugadoiUna distribuocd de pagaments entre els
jugadorses un vectorr(s) = (m(s), ma(s), m3(s), ..., m(s)). La funcd de
pagaments la suposertonfnua, coninuament diferenciableestrictament
concava ers;. Formalment,

1. VIV R+ — R+
2. esC? Vs;

3. m;(s) és estrictamentimcava ery;, Vs t.q.s; € S;.

El supdsit sobre la concavitat estricta de la fumdie pagaments vol dﬁd% <
0. Aix0 ens assegura que sempre hi ha iumaa estragias; maximitzadora del
pagament per qualsevel; = (s1, 82, .., Si1,Sit1,---,Sn)-

Definim el conjunt de tots els vectors d’estgies factibles cony ¢ R”

Teorema 2.3.Si les hiptesis (i) fins (v) es compleixen, aleshores existeix un equi-
libri (interior) de Cournot.
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Demostradd. Dividirem la demostraéien tres parts. En primer lloc demostrarem
I'existéncia de funcions de reaéc{lema 2.1); a continuagidemostrarem que
aquestes funcions de reatsbn contnues (lema 2.2); finalment verificarem que
podem aplicar el teorema de punt fix de Brower.

Lema 2.1. Sota els supsits del model existeix una fubctle reacad per cada
jugador.

Demostradd. Considerem un vector arbitrari d’estgtess_; € S_;. Donat que
mi(si, s—;) €s coninua ens;, s; € S; i estrictament oncava, i donat qué; és
compacte podem escriure la condidie primer ordre de la maximitz&cile paga-
ments,

(97?1-(51-, S_i)

T )

881‘
com una fund
s = w;(s_)

que denominem funeéide reacd del jugadori. Aquesta fun@ ens diu quina

és l'estraggia maximitzadora del pagament del jugadoondicional a un vector

d’expectatives del jugadarsobre el comportament dels altiegs— 1) jugadors.
O

Definim ara una projecoéiconinua,w(s), bijectiva del conjunt compacteen
ell mateix,

w(s) = (wilso1),ws(s2), ., wals )
Lema 2.2. w;(s_;) &€s una fun@ coninua.

Demostradd. Sigui{5_;}>°, una segéencia de vectors d’estegies enS_;, tal
quelim,_,., s, = s2,.

Donat queS_; és compacte, sabem gsfg, € S_;.

La sediencia{s_;}>2, ens permet obtenir una d@mncia {w;(s";)}>>, on
U}Z(SZZ) c Sz

Sigui ara,

Diem quew; és coninua silim, ., s7 = 7.
Per definicd,

Uy <’ZU7;(ST ) s” ) Z 71'(8,', Szi), S; € Sz

—1/7r 5 =1
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Figura 2.13: El Teorema de punt fix de Brower

Per la continitat de la fundd de pagaments,

lim 7; (wi(szi), s;.> = 7ri<lim w;(s7;), 52)
T—00 T—00

lim W(Si, SZZ) = W(Sia So—i)7

T—00

de manera que podem escriure,

7Ti<lim w;(s,), s° ) > 7(si,8%;), si € S;.

T—00 T -t
Donat quew;(s_;) és una fund@,

Tll_% w;(sT;) = wi(s?;)
o de forma equivalent,
lim s = s?,,

T—00

de manera que;(s_;) &€s una fund coninua. O

Enunciem a continuagi(sense demostragiel teorema de punt fix de Brower.

Teorema 2.4 (Brower). Sigui X un conjunt convex i compacte &' RSigui f :
X — X una aplicacd continua que associa un pufitr) de X a cada punt: de
X. Aleshores existeix un punt fix= f(X).

La interpretad grafica del teorema es mostra a la figura 2.13Xo#&: [0, 1].

A partir del teorema de punt fix de Brower, donat ¢ués compacte iv(s)
coninua, podem assegurar que existeix almenys un gutdl quew(s*) = s*,
on s* &s I'equilibri de Cournot.

[
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2.4.5 Equilibri de punt focal.

Ja hem comentat abans que la multiplicitat d’equilibris de Nesbin problema
perqwe el concepte d’equilibri no permet predir I'elecai’estraégies del joc.
Tamke vam comentar que una possibilitat per superar aquesta difiesi tititzar

un altre concepte d’equilibri. Un d’aguests conceptes d’equilibri alternésus
I'anomenat equilibri de punt focal proposat per Schelling (1960). Un joc de cara i
creu com el segent te dos equilibris (cara, cara) i (creu, creu).

A/B | cara| creu
carall 3,2 | 0,0
creu|| 0,0 | 2,3

Taula 2.22: El joc de cara i creu (1).

Donat que hi ha dos equilibris,6bm decidiran els jugadors quin escollir?
Aquestés un problema de coordinaciSchelling va suggerir que en aquests casos
pot ser un dels equilibris pot destacar-se dels altres degut a algun tipus d’asimetria
gueés de coneixement canmper ambd@s jugadors. Schelling no va formalitzar
aquesta idea. De fet, la mateixa idea de punt foc@scil de formalitzar. Fon-
amentalment, la idea de punt focal es basa en resultats experimentals. En el joc de
cara o creu anterior, si els jugadors decideixen ateahent cara o creu tenen un
50% de possibilitats de que la coordir@atingui exit. En aquest cas, el pagament
esperagés 1.25 inferior a 3. Schelling va trobar que en experiments els indi-
vidus amb el rol de jugadot van decidir jugar “cara’el 73% de les vegades i els
individus amb el rol de jugadd®B van decidir jugar “cara’el 68% de les vegades.
Aix 0 representa una millor coordinadle la que observeam sota comportaments
aleatoris tot i el biaix en contra del jugadBr Aquesta distribud de probabilitat
dona pagaments esperats 1.662 i 1.252 als jugadlor® respectivameftque
sbn superiors als pagaments esperats associats al comportament aleatori.

Es important senyalar que si antisdugadors miren d’obtenir el pagament de
3, acabaran obtenint zero.

L'interés fonamental de la soldcde Schellinggs que senyala que hi ha as-
pectes del joc queds importants a I’hora de determinam els jugadors juguen
el joc, ped que estan fora de la manera habitual de formalitzar la teoria.

2E| calcul del pagaments esperatsel segent:

Emy = (.68)(.73)3 + (.32)(.27)2 = 1.4892 + .1728 = 1.662,
Emp = (.73)(.68)2 + (.27)(.32)3 = .9928 + .2592 = 1.252.
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S; = psi + (1 —p)sh

Figura 2.14: Estra&gies pures i mixtes

2.4.6 Estrakgies mixtes.

Que podem fer davant d’un joc que no te equilibris de Nash en egtest pures?.
Ja hem comentat abans que una sortida a aquest prol@erampliar I'espai
d’estraggies dels jugadors, per exemple permetent que puguin decidir de forma
aleabria entre les estragies pures en el seus conjunts d’esy@s. Per veure
gue efectivament ampliem 'espai d'esérgies d’un jugador, pensem en un ju-
gador: que te un conjunt d’estragiies puressi, s;}. Si ara permetem que utilitzi
una distribudd de probabilitapp en aquest conjunt d’esteggies obtenim el con-
junt d’estraégies mixtews’ + (1 — p)sy, p € [0,1]. Notem que les estragies
puress; son un cas particular particular d’estgtes mixtes on la distribuzide
probabilitatés degenerada. Aiyerp = 1 obtenimps® + (1 — p)s, = si i per

p = 0 obtenimps’ + (1 —p)si, = s,. Aquest argument es presentafigament en
la Figura 2.14.

Una implicacé immediata de I'utilitza@ d’estrakgies mixtes (aleaties)és
gue el resultat del joés aleatori i per tant els pagaments associats als resultats del
joc tamle n aleatoris.

Per tal de poder resoldre el joc necessitem modificar elstipobre el com-
portament dels jugadors. Ara l'objectiu dels jugadorasaaximitzar el paga-
ment esperat, d’acord amb la teoria de I'utilitat esperada.

Per ser precisos, considerem un joc de dos jugadors (1 i 2). Els conjunts d’es-
trategies dels jugador$na S; = {si,s3,..., sk} i S = {s?,s3,...,5%} respec-
tivament. Suposem que el jugador 1 defineix una distrébdei probabilitatP =
(p1,p2; - - -, Prc) que li permet definir I'estrégia mixtam,; = (p1 s}, p2ss, - - -, PrSk)
on Zlepj = 1. Suposem de forma semblant, que el jugador 2 defineix una dis-
tribucio de probabilitat) = (¢1, g2, - - - , 1) que utilitza per construir I'estragia
mixta my = (qu82,q253,...,qrs2) on Zle ¢; = 1. Suposem finalment, que
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quan el jugador 1 utilitza 'estragia puras; i el jugador 2 utilitza I'estratgia
puras?, el pagament pel jugador&s;; i pel jugador 2és7?; . Aleshores, el
pagament esperat pel jugadauan els jugadors utilitzen les estégiesm, i ms

respectivamerés,
K L

i=1 j=1

Definici6 2.10 (Estrakgia mixta). Considerem el joc en forma normal dgu-
gadorsG = {S1,Ss,...,Sp;us, Uz, ..., u,},0nS; = {st s4 ..., s%}. Una es-
tratégia mixta pel jugador &s una distribud de probabilitapy; = {p%, ps, ..., pk}
on0 <p, <1lperk=1,2,...,KiY 0 p.=1sobre el conjuns;.

Definici6 2.11 (Equilibri de Nash en estrakgies mixtes).Un equilibri de Nash
en estraggiesés ara un vector d’estraggies mixtes tal que I'estragjia mixta de
cada jugadorés la respostaptima a la combinaé d’estraggies mixtes dels
altres jugadors. Formalmengs un parell d’estragies(m}, m3) tal que

EU;(mj,m}) > EU(m;,m}), Ym; € S;, Vi

Les estratgies mixtes @n necesaries per assegurar I'exésicia d’equilibri
de Nash en alguns jocs. Begs suficient? Hi ha jocs que no tenen equilibri de
Nash quan permetem als jugadors utilitzar estigts mixtes? El ségnt teorema
respon la pregunta.

Teorema 2.5.Tot joc amb un aimero finit de jugadors en el que cada jugador te
un nimero finit d’estragégies pures, te al menys un equilibri de Nash, pot ser en
estrakgies mixtes.

Abans de proposar un argumenéfic per il.lustrar la demostraxid’aquest
teorema, considerem alguns exemples.

Exemple 1 Considerem el joc anterior pel c&S = L = 2 de forma queS; =
{A,B}i Sy ={D, E}. Laforma normal del joc es mostra en la Taula 2.23.

1/2 D E

T 2 T 2
A TAD) TAD | "AE: TAE

T 2 1 2
B | ™o 5D | TBE THE

Taula 2.23: Estra&igies mixtes.
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2.4 La soluco del joc: I'equilibri.

Si el jugador 1 espera que el jugador 2 utilitzi 'estgia D, els pagaments
esperats per ambd jugadors quan ell utilitza I'estegia mixtam; son,

EU\(my, D) = pamhp + Pemhp = Y pimip,  pa+pp =1,
i=A,B

EUy(my, D) = pA7T,24D + PBT‘-QBD = Z piﬂ-iQD'
i=A,B

Si el jugador 1 espera que el jugador 2 utilitzi una estiat mixtam., els
pagaments esperats per ardbgugadors quan ell utilitza I'estegia mixta
mq S(,)n,

EU\(my,ms) = palqemhp + apmhp] + pelaemhs + @pmhp] =

7T}4DPAQD + 7T}3DPBQD + WllaprAQE + WEEPBQE =

Z 7T,14ijQj+ Z WlijBQj =

j=D,E j=D,E
1 . .
T;;Di4;
i=A,B j=D,E

EUs(my,ma) = qp[pamip + PeThp] + qelpamis + pemhE] =

> D i

i=A,B j=D,E

OoNps+p=¢qp +qeg = 1.

Exemple 2 Els jugadors de poker saben que fer “farols”pot resultar pfiSi

un jugador noras aposta fort quan te una bona ma, els altres jugadors
rapidament s’adonaran. Per tant, quan el nostre jugador aposti fort, els al-
tres anticiparan que te una bona ma, es retiraran i els guanys seran minsos.
En canvi si de tant en tant el nostre jugador fa un farol, els rivals no saben
si quan aposta fort te una ma bona o dolenta.

Com a resultat pot passar que el farol engresqui als altres jugadors i apostin
fort quan el nostre jugador te una bona ma. En aquest cas els guanys seran
importants.

Exemple 3 Considerem la ségent versb del joc de cara i creu. Quan els dos

jugadors seleccionen la mateixa estggd (i.e. (C,C) o (+,+)) el jugador 1
paga al jugador 2 una moneda; en altre @ael jugador 1 qui reb la mon-

eda del jugador 2. La matriu de pagaments d’aquest joc es mostra en la
Taula 2.24.

Aquest joc no te cap equilibri de Nash en estgis pures. (Verificar-ho).
Podem trobar un equilibri utilitzant estégies mixtes? Suposem que el
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1/2 || cara| creu
caral| -1,1| 1, -1
creuj 1,-1|-1,1

Taula 2.24: El joc de cara i creu (2).

jugador 1 utilitza una distribueide probabilitatn; = (p, (1 — p)), i el
jugador 2 utilitza una altra distribuide probabilitain, = (g, (1 — q)).

Hi ha dues maneres de calcular I'equilibri de Nash (que ja sabem pel Teore-
ma 6 que existeix). Per una banda podem calcular la respoistaa de cada
jugador a I'estratgia mixta del rival. Alternativament podem maximitzar el
pagament esperat per cada jugador quan utilitzen les respectivesgstrat
mixtes.

Calcul de les funcions de respostaptima. Considerem en primer lloc el
jugador 1 quan el jugador 2 utilitza I'estegfia mixtams,.

Si el jugador 1 utilitza I'estrégiaC obte —1¢ + 1(1 — ¢) = 1 — 2g.
Si el jugador 1 utilitza I'estraétgia+ obtt 1¢ — 1(1 — ¢) = 2¢ — 1.
Donat quel — 2¢ > 2¢ — 1 quang < 1/2, és facil veure que,

e perq < 1/2 larespostaptimaésRO;(q) = C.

e perg > 1/2 larespost@ptimaés RO, (q) = +.

e perq = 1/2 el jugador 1és indiferent entre jugar cara o creu,

de manera que qualsevol distribbicie probabilitap li genera el
mateix guany.

Formalment,
C si ¢g< %,
RO1(q) = {p € 0,1] Ssi g= %,
+ si ¢qg> %

Considerem ara el jugador 2 quan el jugador 1 utilitza I'estyiatmix-
tam;.

Si el jugador 2 utilitza I'estraétgiaC obtt —1p + 1(1 — p) = 1 — 2p.

Si el jugador 2 utilitza I'estraégia+ obte 1p — 1(1 — p) = 2p — 1.
Donat quel —2p > 2p — 1 quanp < 1/2i1—2p < 2p — 1 quan

p > 1/2, el mateix raonament que abans ens permet concloure que,

+ Si p <jy,
ROy(p) = qa€0,1] si p=
C si p>
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pr=q*=12
P g
(cara) 1
FO. (p)
2 *
RO, @

-

0 1n 1 g

(c1e1) (cara)

Figura 2.15: Equilibri de Nash en estegtes mixtes

L'equilibri de Nashés el parel(m,, m») que fa compatibles ambdues
funcions de respostaptima. Es immediat veure que I'equili@s,

(r*,q") = (%, %)

Graficament, el(s) vector(s) d’'estegiies equilibri(s) de Nasloa els
punts d’'intersecd de les funcions de millor resposta. La Figura 2.15
mostra la situadi.

Maximitzaci6 dels pagaments esperatsEl pagament esperat pel jugador 1
quan ell utilitza I'estraégiam; i el jugador 2 utilitza I'estratgiams
és
EU(p,q) =pla(—=1) + (1 = ) ()] + (1 = p)[g(1) + (1 — ¢)(=1)] =
=(2¢—1) +2(1 —2¢)p.

El problema que resol el jugadogé$max, EU, (p, ¢). La condicd de
primer ordreés,

>0 si g<i,
=21-2)8=0 sl g=}
<0 Si q>%.

OEU,
Op

En altres paraule€;U; (p, ¢) és una fun@ lineal enp. Quang < 1/2
el pagament esperat del jugador 1 es creixent, e manera que el
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EU, 4 U g=liz)
=]
2g-1 d
1P a=1=
pre01]
0
{crew) {c;m} P
2g-1
e i) 1{1_1, =123
p*=0

Figura 2.16: Fund de pagament esperat del jugador 1

maxim de la funad EU;(p, q) es troba en la cantonaga= 1; quan

q > 1/2 el pagament esperat del jugador 1 es decreixeni, ate
manera que el axim de la fundd EU,(p, ¢) es troba en la canton-
adap = 0; finalment, quany = 1/2 el jugador 1 maximitza el seu
pagament independentment de quina sigui la distribdeiprobabili-
tat (p, (1 — p) que utilitzi. (Fixem-nos que per = 1/2 la funcid de
pagament esperat del jugadogdEU, (p,1/2) = 2¢ — 1, i per tant,
independent dg.) La Figura 2.16 representa aquest argument.
Podem interpretar aquesta condicie primer ordre en termes de la
funcio de respostaptima del jugador 1:

C si ¢g< %,
RO1(q) = {p € 0,1] Si g= %,
+ si ¢q> %,

gueeés precisament I'obtinguda abans. Podem fer un raonament par-
al.lel pel jugador 2, de manera que la figura 2.15 ens il.lusinad’
equilibri de Nash d’aquest joc, en el que els jugadors juguem de forma
perfectament aleatia les seves estegies pures.

Exemple 4 Considerem el ségent joc en el qué, = {A, B} i Sy = {FE,C, D}.
Una estratgia mixta pel jugador &s una distribu@ de probabilitatt, (1 —
t)) sobre el conjunf;. Una estratgia mixta pel jugador s, com abans,
una distribudd de probabilitatq,r, (1 — ¢ — r)). El jugador 2 juga I'es-
trategiaF amb probabilitay, I'estraggiaC’ amb probabilitat: i I'estrategia
D amb probabilital — ¢ — 7.
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/2| E| C | D
A |110]12|01
B 103/01|20

Taula 2.25: Estragies mixtes amb &s de dues estegies pures.

Les funcions de pagament esperat per absljdgadors@n doncs,

EU(t;q,7) =t[g(1) +7(1) + (1 — ¢ —7)(0)]+
(1=D0g(0) +r(0)+ (1 —g—7)(2)]=2(1—qg—7r)+ 3¢+ 3r—2),
EUs(t;q,7) =q[t(0) + (1 = )(3)] + [(2)+(1 — ) (1)]+
(I—g—7))+A=0)0)]=r—q4p—3)+

El problema del jugador &s trovar el valor de (de la distribucd de prob-
abilitat) que li permet obtenir el &xim pagamengs a dir,

>0 si g+r>2
=3¢+3r—2¢= si qg+r=2,
<0 si g+r <2

OEU,
op

El jugador 2 ha de seleccionar el parell (g,r) (la distribute probabilitat)
maximitzador del seu pagament esperat,

OEU,
=3 -4t
dq ’
OBV, _
or

La condicb de primer ordre en respecte- amplica que el valoioptim és

r* = 1. En consegencia,¢* = 0. Donat queg* + r* > 2/3, aleshores
obtenim¢* = 1. En altres paraules, Aquest joc te Unic equilibri de

Nash en el que el jugador 1 utilitza I'estgta puraA i el jugador 2 utilitza
I'estraegia puraC.

Es inmediat verificar que aquest equilibri de Nash tagdun equilibri en
estraégies reiteradament estrictament dominants.

Exemple 5 Lexemple 3 ens ha presentat una sit@ach la no exigncia d’e-
quilibri de Nash en estragies pures es supera utilitzant estgas mixtes.
Sota aquesta nova perspectiva, el joc tetaic equilibri de Nash. Una
situacb diferent consisteix en un joc que te multiplicitat d’equilibris de



Jocs eshtics amb Informacio Perfecta 87

Nash en estragyies pures, i el conjunt d’equilibris augmenta quan consid-
erem estratgies mixtes. Considerem la semt versd del joc de la batalla
dels sexes.

Dos amics decideixen independentment, comprar-se un reproducfoede v
Poden decidir adquirir un aparell amb tecnologia Beta o VHS. L'amic 1 te
una certa pref@ncia per la tecnologia Beta. L'amic 2 en canvi prefereix la
tecnologia VHS. Si ambb coincideixen en la seva deéigs podran inter-
canviar cintes, el que representa un element addicional de satisf&ati

cas contrari no ho podran fer. La forma normal d’aquest joc de tipus batalla
dels sexegs:

1/2 || Beta| VHS
Beta| 2,1 | 0,0
VHS | 0,0 | 1,2

Taula 2.26: Una veréide la batalla dels sexes.

Aquest joc te dos equilibris en estgtes pures: (Beta, Beta) i (VHS,VHS).
Augmenta el conjunt d’equilibris si els jugadors poden utilitzar esgiat
de forma aledtria? Suposem que el jugador 1 utilitza I'esbgia mixta
my = (p, 1 — p) ieljugador 2 utilitza I'estragia mixtam, = (¢, 1 — ¢) on
p,q € 10,1].

Calculem el pagament esperat d’aquest parell d’eégjies per jugador 1.
L'objectiu d’aquest jugadogs

mngul(p, q) = plg2+(1—q)0]+(1-p)[q0+(1—¢)1] = 1—q+(3¢—1)p.

La respostaptima del jugador 1 davant daif de I'estraggiam, pel ju-
gador 2 ve donada per la condiale primer ordre,

>0 si ¢q>
=3¢—1<¢ = si g=
<0 si ¢g<

0FEuy(p)
dp

Wl Wl Wl

de manera que,

Beta si g>
ROi(q)=¢pe0,1]] si g=
VHS si ¢g<

Wl Wl Wl
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Es a dir, si el jugador 1 espera que el seu amic decideixi compréaiden v
Beta amb probabilitat superior (inferior) a 1/3, la seva millor respésta
comprar un ideo amb tecnologia Beta (VHS). Si en canvi pensa que el seu
amic es decida per un ¥deo Beta amb probabilitat 1/3, aleshores el seu
pagament esperast 2/3 independent de la seva dexisi

Podem fer I'a@lisi corresponent pel jugador 2. El seu objeétsy
max Buy(p, ¢) = qlpl+(1-p)0]+(1-q)[p0+(1-p)2] = 2(1-p)+4¢(3p-2),

de manera que,

>0 si p>2
0Fus(q) . 3
— = =3p-2{=0 si p=2
dq ) )
<0 SI p< 3
i per tant,
Beta si p> 2,
RO5(p) = < q €[0,1] si p= %,
VHS si p<:2.
La interpretad d’aquesta funéi de respostaptimaés similar a la del ju-
gador 1.

Si resolem ambdues funcions de reacperp i ¢, obtenimp* = 2/3

i ¢* = 1/3 que representa un equilibri (interior) en estgies mixtes,
que s’afegeix als dos equilibris (de cantonada) en egfies pures que ja
haviem identificat.

La figura 2.17 representa el conjunt d’equilibris.

Estrategies mixtes i estraggies estrictament dominades.

Examinem a continuagila relacd entre la domiancia estricta d’estragies i les
estrakgies mixtes.

(a) Una estratgia mixta pot dominar estrictament una esigé pura. Consid-
erem I'exemple que es mostra en la Taula 2.27.

El jugador 1 no te cap estEgia pura estrictament dominada. Ara be, si el
deixem utilitzar estragies mixtes pot, per exemple, construir I'esigia
mixtam; = (3,3,0) que domina estrictament a I'esiegta pura3. Per
veur-ho, notem que el pagament pel jugador 1 quan utilitza I'eésfiea és
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P i
iBeta) 1 pr=gt=1
* = 23
23 ®
RO, (@)
‘flﬂ* =q*=0
o® 113 1 h:-l
-
(VHS) Beta)

Figura 2.17: Equilibris en un joc de batalla de sexes

1/2| E | D
A | 3]0,
M | O3
B |1,]1,

Taula 2.27: Domiancia i estragies mixtes (1).

1, amb indepenghcia de I'estratgia (pura o mixta) que utilitzi el jugador 2.
En altres paraules;;(B,-) = 1. Calculem ara el pagament (esperat) pel
jugador 1 quan utilitza I'estragiam, i el jugador 2 utilitza I'estratgia
gerericam, = (¢,1 —¢) onq € [0, 1]:

1 1 3
Euy(my,mg) = 5(39 +0(1—q) + 5(061 +3(1—4q) = 5
Donat que% > 1, podem afirmar que pel jugador 1, I'es&rgia mixtam;
domina estrictament a I'estiggia puraB independentment de I'estédfia
(pura o mixta) que utilitzi el jugador 2.

(b) Una estratgia pura pot ser la millor resposta a una estyia mixta inclis
si aquesta n@s la millor resposta a cap altra esdgith pura. Considerem
I'exemple de la Taula 2.28.

El jugador 1 no te cap estigia pura estrictament dominada. Notem tamb
I'estratgia B no és la millor resposta a cap estgia pura del jugador 2.
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1/2| E | D

3, |0,
0, | 3,
2, |2

o>

Taula 2.28: Domiancia i estratgies mixtes (2).

En particular, si el jugador 2 utilitzes, la millor resposta del jugador 1
seriaA; si el jugador 2 utilitzed, la millor resposta del jugador 1 seria.

Suposem que el jugador 2 utilitza una estgga mixtam, = (¢,1 — q)
ong € (1/3,2/3). El pagament esperat del jugador 1 quan utilitzés
Fui(A,my) = 3¢q. El pagament esperat del jugador 1 quan utilitZeés
FEuy (M, my) = 3(1 — q). El pagament esperat del jugador 1 quan utilitza
B ésEu (B, ms) = 2.

Comparant aquests pagaments, el jugador 1 verifica que |Egtdt €s la
millor resposta a I'estraggiam, del jugador 2.

Per concloure, recordem que si una estyis; €s estrictament dominada no
hi ha cap conjunt de creences sobre les decisionségimats dels altres jugadors
pel jugadori que facioptim utilitzar I'estraégias;. La implicacb en el sentit
contrari tamig es verifica (sota certes condicions) si permetés d'estraggies
mixtes: si no hi ha cap conjunt de creences sobre les decision®gijtegs dels
altres jugadors que faci que jugar una certa esgiat; sigui optim pel jugadot,
aleshores existeix una altra estgifa (pot ser mixta) que domina estrictament a
s;. (Pearce (1984)).

2.4.7 Equilibri de Nash (2).

Una vegada examinades les estgig¢s mixtes i algunes de les seves propietats
podem recuperar el teorema d’eristia nés important de dels jocs asts no
cooperatius. Aquess el teorema 2.5 que tornem a enunciar a contibuaci

Teorema 2.6.Tot joc amb un imero finit de jugadors en el que cada jugador te
un niamero finit d’estragégies pures, te al menys un equilibri de Nash, pot ser en
estrakgies mixtes.

La demostrad@ formal d’aquest teorema esires enlh de I'abast d’aquestes
notes. Per donar pguna idea intitiva del seu contingut considerarem un joc de
dos jugadors amb dues estgies pures cadascun d’ells. Quan el jugador 1 utilitzi
una estratgia mixta la identificarem comm; = (r,1 — r), r € [0,1]. Quan el
jugador 2 utilitzi una estragia mixta la identificarem com, = (¢,1 — q), ¢ €
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[0, 1]. Proporcionarem un argumentafjc per mostrar que aquest joc sempre te
equilibri, a vegades en estegiies mixtes.
El joc en forma normaés el segent:

12| E D
A || xX | VyZ
B || zy | ww

Taula 2.29: Exigtncia d’equilibri de Nash (1).

Comencem mirant aquest joc des de la perspectiva del jugador 1. La seva
matriu de pagamenés

1/2| E | D
A X, y’.
B |z, | w,

Taula 2.30: Exigtncia d’equilibri de Nash (2).

Ja hem vist que la caracteritzaa’una estratgia com (part de) equilibri con-
sisteix en verificar que no hi ha desviacions profitosas. En el nostre cas doncs, les
comparacions rellevant§s entrer i z i entrey i w.

Els casos possible$s:

) z>ziy>w,
(i) z<ziy<w,
(i) x>ziy <w,
(iv) z<ziy>w,
V) r=z0y=w,
Vi) z=ziy=w,

Es evident que el cas (i) implica qué domina estrictament &, i el cas
(i) implica que B domina estrictament 4. En altres paraules, en el cas (i) el ju-
gador 1 sempre utilitzara I'esteggiaA independentment del que faci el jugador 2.
Formalment;*(¢) = 1 o de forma equivalenkO;(q) = A. En el cas (ii) el ju-
gador 1 sempre utilitzara I'esteggiaB independentment del que faci el jugador 2.
Formalment;*(¢) = 0 o de forma equivalenRO,(q) = B. Aquestes funcions
de respostaptima es mostren en els apartats (i) i (ii) de la Figura 2.18.
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T & =z 1 y=w T & X<z 1 y<w
1 1
- -
0 1 g 0 ) l g
i (i)
o | X>Z 1 y<w o | X<Z 1 y>w
1 1
- e
l:l L_l:l 1 I'-.I. l:l * ]. '-_I_
(1) {iv)

Figura 2.18: Exigtncia d’equilibri de Nash (1)
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Mirem a continua® el cas (iii). El pagament esperat pel jugador 1 quan els
jugadors utilitzen les estrgiesm; i m, €s

Eui(r,q) =rlgz + (1 — q)y] + (1 = r)[gz + (1 — Qw] =
=rlglzr —y+w—2)+y—w]+q(z —w) + w. (2.2)

Donat que I'objectiu del jugadags maximitzar aquesta furdgiderivem la
condicb de primer ordre.

OFEuq(r,
——A—@Zq@—y+w—@+y—w, (2.3)
or
IR w — y def -, ~
gue s’iguala a zero pel valorde= ——— = ¢'. Aixi doncs, la fun®@
r—z+w-—y

de respostaptimaés (veure secoi(iii) de la figura 2.18).

A si g€ (d,1],
ROy(q)=<re[0,1] si ¢g=¢,
B si ¢g€10,q).

La funcio objectiu del jugador 1 en el cas (iv) torna a ser (2.2), de manera que

el valor de refegncia continua esseit que de forma equivalent podem reescriure

—w
comq/’ wf Y% Observem que,
Z—r+y—w

¢>q¢<=qz—r+y—w)+y—w<O0.
A partir de (2.3) podem concloure que,

q> (<) = aEual—ir’q) < (>)0.

Aixiquang > (<)q’ el jugador 1 maximitza el seu pagament esperat a la cantona-
dar = 0 (r = 1) que es tradueix en la seleode 'estradgia puraB (A). Podem
doncs construir la funéide millor resposta (veure seadiv) de la figura 2.18).

B si qe(d,1],
RO:(q) = ¢ r€10,1] si g=¢,
A si ¢g€10,q).

El cas (v) corg de fet dos situacions setriquesz = z 0 bey = w. Con-
siderem el cag = z. La matriu de pagaments es redueix a Ara I'esgat A
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1/2| E | D
A X, y’.
B || X,- | w,

Taula 2.31: Exigtncia d’equilibri de Nash (3).

domina estrictament a I'estediaB si gz + (1 — ¢)y > gz + (1 — ¢)w és a dir Si
y > w, i en el cas contrari I'estragia B domina estrictament a I'esteggia A.

Per tant, siy > w i A &s una estragia estrictament dominant aquest éas
equivalent al cas (i). De forma similar, i< w i B és I'estraggia estrictament
dominant aquest ca&s equivalent al cas (ii).

Finalment el cas (vi) representa que el jugador 1 se@piediferent entre les
estraégiesA i B (i qualsevol estratgia mixtam,).

A continuaco hem de fer I'aalisi pel jugador 2. La seva matriu de pagaments

s

es

1/2 E D
A X |7
B SY W

Taula 2.32: Exigtncia d’equilibri de Nash (3).

Ara les comparacions rellevant@rsentrez’ i 2’ i entrey’ i w'.
Els casos possible$s:

) ' >2iy >,
(i) o <Ziy <u,
(i) o' > iy <o,
(iv) 2/ <Ziy >,
V) 2’ =2 oy =,
(i) 2/ =21y =/,

La figura 2.19 mostra les funcions de respagtéima en cada una d’aque-
stes combinacions. Finalment, si combinem qualsevol fudeirespostaptima
del jugador 1 amb qualsevol furdcte respostaptima del jugador 2 (i hi ha 16
possibles) trobarem al menys una intersgcekiem-ho:
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T 1 H, }z: 1 }I” }w: T l K: {z: 1 }I” {w:
1 1
- -
0 1 g 0 : q
(i (i
T & e Iy ew I & X<z iy sw
| 1
1’ .
.
- -
1] 1 g 1] q
i) (i)

Figura 2.19: Exigtncia d’equilibri de Nash (2)
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(a) combinant (i) o (ii) de 1 amb qualsevol fuacile respostaptima de 2
obtenim una interseatiinica que caracteritza wmic equilibri en estragies
pures. (Identifiquem aix8 dels casos possibles).

(b) combinant (iii) o (iv) de 1 amb (i) o (ii) de 2 obtenim una intersédaiica
que caracteritza uanic equilibri en estra@gies pures. (Identifiquem ai#
dels casos possibles).

(c) combinant (iii) de 1 amb (iv) de 2 (i vice-versa) obtenim una intergecci
Unica que caracteritza Wmic equilibri en estraégies mixtes. (Identifiquem
aixi 2 dels casos possibles).

(d) combinant (iii) de 1 amb (iii) de 2 o be (iv) de 1 amb (iv) de 2 caracteritzem
una situadd amb multiplicitat d’equilibris. En particular, trobem un equilib-
ri en estraggies mixtes i dos equilibris en estgtes pures. (Identifiquem
aixi 2 dels casos possibles).
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2.5 Exercicis

1. Seaeljuego enformanorn@l= {S; = {A, M, B}, Sy = {I,C, D}, uy,us}
cuyos pagos estn resumidos en la matriz de pagos:

| C| D
Al44111]| 10
M|12|03| 2,3
B|01{00]|0-1

Calcular los equilibrios de Nash, y los equilibrios que se obtienen del proce-
so de eliminadn sucesiva de estrategias estrictamentébylchente domi-
nadas en este juego. Comentar. Escribir el juego en forma extensiva.

2. SeanG = {S;,u;} y G' = {S;,u;} coni = 1,---  n dos juegos en forma
normal donde para cadac I, uZ = «a; + Biu; (6; > 0). Demostrar que los
equilibrios de Nash d&'y G’ coinciden. (En otras palabras, que transfor-
maciones afines positivas de las funciones de pagos no cambian el conjunto
de equilibrios de Nash).

3. Hallar las estrategias y los pagos de equilibrio de los juegos siguientes
donde hay tres jugadoreS; = {a,b}, So = {A, B}, S3 = {a, [} y las
matrices de pago presentan los pagos de los jugadores las distintas combi-
naciones de estrategias, en el orden uo, us):

a B
AT B | A B
(@) 57111000 000]0.0.0
0,0,0/ 0,0,0] 0,0,0] 2,2,2

o g
(b) A B A B
al1,1,-1 0,00 3,3,-6| 0,0,0
b| 000]|44,-8])| 00,0 |1,1,-2

(on

4. Seaeljuegoenformanorn@l= {S; = {A, M, B}, Sy ={I,C,D},uj,us}
cuyos pagos eah resumidos en la matriz de pagos:

I C| D
20(11|4,2
34(1,2| 2.3
1,3/ 0,2| 3,0

w | >
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2.5 Exercicis

Calcular los equilibrios de Nash (en estrategias puras), y los equilibrios que
se obtienen del proceso de eliminatsucesiva de estrategias estrictamente
dominadas en este juego.

. Eneljuego,
J1/32| | D
A 00|01
B 1,0/ 0,0

mostrar que si eliminamos de forma iterativa estrateg@sinadas (no
estrictamente), podemos obtener resultados distintasselgorden en el
gue eliminemos las estrategias.

. Consideremos el juego en forma normal definido por= {1,2}, S; =

Sy = [0, 100],

ul(sl, 82) = 2581 — 4(81)2 + 155182

Ug(Sl, 82) == 10052 — 5081 - (82)2 — S$1S89.

a) Hallar los equilibrios de Nash de este juego y representar las corres-
pondencias de mejor respuesta.

b) Representar los equilibriosaficamente.

. Escribir en forma normal el juego de duopolio de Bertrand, en el que parti-

cipan dos empresas que venden bienes diferenciados. Cada engligsa
el preciop; de su producto, sabiendo que la cantidad demandada de produc-
to a la empresapor los consumidores es:
¢i(pi, pj) = a — p; + bpy,
dondea y b son parmetrosy, b > 0.

a) Hallar los equilibrios de Nash (en estrategias puras) de este juego y
representar las correspondencias de mejor respuesta.

b) Representar los equilibriosaficamente.

. Supongamos que en la batalla de los sexos siguiente, los pagos significan

billetes de mil pesetas:

El/Ella | FOtbol | Teatro
Fatbol 3,1 0,0
Teatro| 0,0 1,3
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a) Representar la forma extensiva del juego.

b) Calcular los equilibrios de Nash en estrategias puras y mixtas, y sus
respectivos pagos.

Consideremos ahora la siguiente modifiéaailel juego: antes de que tanto
él como ella decidan (sim@heamente) si ir alitbol o al teatrogl puede
quemar un billete de mil (en presencia de ella).

c) Representar la forma extensiva de este juego.

d) Encontrar las estrategias puras de los dos jugadores.

e) Representar el juego en forma normal.

f) Encontrar los equilibrios de Nash (y sus pagos) despie eliminar
sucesivamente las estrategias estrictamente dominadas.

g) Comentar.

9. Hallar las estrategias de equilibrio (en puras y mixtas) del juego:

J32[ A | B
a |5-5] 45
b [2-2]44

10. Hallar los equilibrios en estrategias mixtas de los juegos del ejercicio 3.

11. Consideremos la siguiente vérside la batalla de los sexos:

J1/J2| O | B
o |31]/00
b |a0]|1,3

dondel < a < 1.

a) Calcular el equilibrio de Nash en estrategias mixtas en funcia de
(es decir, seam(a) e y(a) las probabilidades de equilibrio de que el
jugador 1y el jugador 2 vayan adgera).

b) Comprobar que la derivada d€a) respecto de: es nula y que la
derivada dey(a) respecto de es positiva.

c) Seanfu;(a) y Fus(a) los pagos esperados en equilibrio en fanci
dea. Comprobar quéiu, (a) es creciente eay que Eus(a) es inde-
pendiente de.

d) Comentar.
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12. Seaeljuegoenformanornt@l= {S;, = {A, M, B}, S, ={I,C, D}, uy,us}
cuyos pagos eah resumidos en la matriz de pagos:
I C D
All-1/6,-6|00
M|2-2] 00]3,-3
B|3-3|2-2|4,4

13.

14.

15.

16.

Calcular los equilibrios de Nash (en estrategias mixtes).

Hallar los equilibrios de Nash es estrategias mixtas del dilema del pri-
sionero.

Hallar las estrategias de equilibrio (en mixtas) del siguiente juego:

J1/32| | D
A (21|02
B |1,2|30

Dos m@jaros de la misma especie compiten por un territorio. Cajkre
puede adoptar una estrategia de dalo de paloma en un juego sinauieo

con informacdbn completa. Si ambos adoptan el comportamiento de paloma
se reparten el territorio; si uno adopta el de baly otro el de paloma, el
primero se queda con el territorio; si ambos adoptan la estrategia @ehalc
hay lucha, y a pesar de que cada uno tiene una cierta probabilidad de vencer
y quedarse con el territorio, la lucha implica costes. Las ganancias son:

J1/J2 | Paloma| Halcon
Paloma| 1,1 0,2
Halcon 2,0 -1,-1

Calculad los equilibrios de Nash en estrategias mixtas.

Escribir las funciones de mejor respuesta de cada jugador y hallar las es-
trategias y los pagos de equilibrio del juego siguiente donde hay tres ju-
gadoresS; = {a,b}, So = {A, B}, S5 = {«, 8} y las matrices de pago
presentan los pagos de los jugadores las distintas combinaciones de estrate-
gias, en el ordefwy, us, u3):

A B A B
al11,-1/0,0,0| 21,-2| 0,0,0
0,0,0]4,20| 0,00 2,2,2

(op
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17. Seaeljuego enformanorn@l= {S; = {A, M, B}, Sy = {I,C,D},uy,us}
cuyos pagos estn resumidos en la matriz de pagos:

I c | D
Al120/11 41
M|34]15|25
B|13/02]|25

a) Calcular los equilibrios de Nash (en estrategias mixtas).
b) Representar las correspondencias de mejor respuesta.
c) Comentar.

18. Dos estudiantes del aula se escogen al azar y se les propone el juego siguien-
te. Cada uno tiene la posibilidad de poner 0 o0 100 pesetas en una bolsa (no
transparente). Desps de que cada estudiante haya tomado su dacisi
conocer la decisin del otro estudiante, se reparte el contenido de la bolsa
de papel mitad y mitad entre ambos estudiantes. El juélgose juega una
vez.

(a) Escribir el juego en forma extensiva y en forma normal.
(b) Calcular los equilibrios de Nash en estrategias puras y mixtas.

19. Consideremos el juego de los cerdos racionales. Los jugadores son dos cer-
dos inteligentes como los de la granja animal de Orwell. Ambos cerdos se
encuentran al extremo de un pasillo. Cada uno de ello puede accionar una
palanca que permite acceder a una hatbtacl final del pasillo, donde se
encuentra un bol con alimento para cerdos. El cerdo que acciona la palanca
debe correr hasta el otro extremo del pasillo, pero para cuando llega el otro
cerdo ya ha llegado y ha empezado a comer. Hay un cerdo dominante (ju-
gador 1) y un cerdo subordinado (jugador 2). Ello quiere decir que el cerdo
dominante siempre puede garantizarse el pienso que hay en la abitaci
una vez llega a ella. Supongamos que hay 6 unidades de pienso en el bol.
Cada unidad consumida de piensosupone un aumento de peso de 1 Kg. Si
sblo el cerdo subordinado acciona la palanca, el cerdo dominante se come
las seis unidades puesto que llega primero.6&i el cerdo dominante ac-
ciona la palanca, el cerdo subordinado llega antes y se come 5 de las seis
unidades antes de que llegue el cerdo dominante. Sijlgoro, ambos
cerdos accionan la palanca sinamleamente, suponemos que el cerdo sub-
ordinado corre ras @pido y consigue consumir dos unidades antes de que
llegue el cerdo dominante. Accionar la palanca tiene un coste que podemos
medir en érminos de peso y que representa uaalgla de 0.5 Kg. de peso
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para cualquiera de los cerdos. El objetivo de los cerdos es maximizar su
peso.

(a) Escribir el juego en forma extensiva y en forma normal.
(b) Calcular los equilibrios de Nash en estrategias puras y mixtas.



