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1 Matrius

Sigui
ai,1 -e Q1
A=
Am,1 .- Qmn
una matriu mxn. Donat j = 1,...,mii=1,...,n, sigui a;; un element genéric d’A. Sovint escrivim
Amxn = (aj,i)jzl,...,m-
i=1,...,n
Diem que A és quadrada si m = n. Diem que una matriu quadrada és simétrica si, per a tot
j=1,..,miperatoti=1,..,n,es compleix a;; = a; j. Donada una matriu quadrada A, denotem
per det A el determinant d’A. Diem que la matriu quadrada A és no singular si det A # 0. La

matriu simétrica Iy, = (aj,i)j:i,,,,,n és la matriu identitat si
i=1,...,n

1 sii—i 1 ... 0
1 =

aj; = S, ‘7 Z sésadir, I=| ... 1 ..
’ 0 sij+#1 0 1

Donada la matriu quadrada A = (a;;)j=1,...n, diem que la matriu A’ es la trasposta d’A si
1=1,....n
/ L .
A = (CLZ‘J‘) i=1,...n; s a dir,
Jj=1,...m
ai,1 -e Q1n air - aml
si A= , aleshores A’ =
am,1 - Ammn ain - Amn

2 Inversa d’una matriu quadrada
Sigui A una matriu quadrada no singular. Diem que A~! és la matriu inversa d’A si
A-AM=1

Donada A, xp, definim, per a tot j = 1,...,n i tot ¢ = 1,...,n, la submatriu C;; de dimensi6
(n—1)x (n—1) com

ai,1 aii—1 aii+1 ain
O — aj—11 - Qj—145—1 Qj—-1441 - GQj—1n
‘771 -
j+1,1 e Gytli=1 0 Gjtlitl - Gjtln
L an71 ami,l anﬂqu an,n ]



Sigui ¢;; = (—1)7F% . det Cji. Definim la matriu C' = (¢j;)j=1,...n. Donada A, la matriu adjunta
i=1,...,n

d’A, adj A, és la trasposta de la matriu C; és a dir, adjA = C'.
Teorema Sigui A una matriu quadrada no singular. Aleshores,

1
~ det A

adjA.

Exemple Trobar la inversa de la matriu

X
I
N )
N W W
A

Primer, A és no singular ja que det A =24 +32+3 —-12—-—4—-48 =59 — 64 = —5 # 0. Per
obtenir adjA, calculem c;j; per atot j =1,2,3itot¢=1,2,3:

3 1 4 1 4 3
0171—det[2 4]—10 01,2——det[ ]——15 0173—det[1 2]—

1 4
3 4 2 4 2 3
21 e[Q 4] €22 e[1 4] €23 e[1 2]
3 4 2 4 2 3
= det =9 = —det =14 = det =—6
3.1 elg 1] €32 e[4 1] 33 e[4 3]
Per tant,
10 —-15 5 10 —4 -9
C=| —4 4 -1 i adjA=C'=| —-15 4 14
-9 14 —6 5 -1 —6
Finalment,
4 9
1 ) . 10 —4 -9 -2 ;3
T = dA:—f — = —_—= —_—
detAa [j 3 15 4 14 3 ? 56
5 —1 —6 -1 i s
Comprobaci6 de que A- A~ =1TI:
2 3 4 -2 4 2 1 00
?
4 3 1 3 -2 - [=l010
1 6
1 2 4 -1 1 § 0 0 1
(=2)+3-344-(-1)=-4+9—-4=1



2:243- (- +4.-5=8_22,2_
4-(-2)+3-3+1-(-1)=-84+9-1=0
4443 (-H+1-t=8_1241-7
4-243. (- +1.8=38_2,6_9
1-(=2)+2-3+4-(-1)=-2+6-4=0
1-242. (-H+4a-t=2-84+1=0

1- 242 (-3 +4.8=2 848

3 Matrius definides i semidefinides

3.1 Formes quadratiques

Sigui A una matriu simétrica n x n.
La forma quadratica (associada a A) @ : R™ — R és la funcié definida per: donat x € R,

Qx) =xz-A-2
ail ... Glnp Tl
= (T1, .oy Tp) -

Qn,1 o Gnp Tn

n
ST a:a) ~
=1

=1

I
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Il
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M=
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ai,jwixj.
=1

2
Exemple La forma quadratica associada a A =

1
3 ] és la funcié Q : R2 — R, on, per a tot

(z1,72) € R?,
Q(z1,72) = (v1,72) - [ ? ; ] . ( 1 ) = (2z1 + w2, 1 + 3x2) . < o >
xr9 Z2

= 2:5% + zox1 + 2172 + 3:1:% = 2:1:% + 2z129 + Bx%.

Definicions Sigui A una matriu simétrica n x n. Diem que
A és definida positiva si Q(x) > 0 per a tot © € R™, x # 0.
A és definida negativa si Q(z) < 0 per a tot x € R™, z # 0.
A és semidefinida positiva si Q(x) > 0 per a tot xz € R™.
A és semidefinida negativa si Q(x) < 0 per a tot z € R™.



3.2 Menors

Definicié Sigui A una matriu simétrica n x n. Els n menors principals d’A, denotats per
Aq, ..., Ap, s6n les submatrius quadrades definides com segueix: per k= 1,...,n

ai1 a1,2 e A1k

a271 (I272 as L
Ak = ’

ak71 ak72 ak7k

Definicié Sigui A una matriu quadrada n x n. Un menor B d’ordre k = 1,...,n, és una de les
submatrius d’A formada al considerar les mateixes k files i columnes (hi ha 2" — 1 menors).

Exemple Considerem la matriu 4 x 4

1 2 3 4
a_| 5 6 7 8
9 10 11 12

13 14 15 16
La matriu A té els segiients 2 — 1 = 15 menors.

e Dordre k = 1: B} = (1), B? = (6), B} = (11) i B} = (16).

1 2 1 1 4
e Dordre k =2 : Bl = , B2 = s , B3 = , B = 6 7 ,
5 6 9 11 13 16 10 11
5 6 8 6 | 1112
By = » P2 =
14 16 15 16
1 2 3 1 2 4 1 3 4
e Dordrek=3:Bi=|5 6 7 |,B:= 5 6 8 |,B}= 9 11 12 |,
9 10 11 13 14 16 13 15 16
6 7 8|
Bf=|10 11 12
14 15 16
1 2 3 4
e Dordre k =4: Bl = > 678
9 10 11 12
| 13 14 15 16

Teorema Sigui A una matriu simétrica n x n. Aleshores,

(1) A és definida positiva si, i només si, det Ay, > 0 per a tot k=1,...,n.

(2) A és definida negativa si, i només si, (—1)¥det Ay > 0 per a tot k =1,...,n.

(3) A és semidefinida positiva si, i només si, det By > 0 per a tot k = 1,...,n i per a tot menor
By, d’ordre k.

(4) A és semidefinida negativa si, i només si, per tot menor By d’ordre k, signe(det By) > 0 si
k és parell i signe(det By) < 0 si k és senar.



3.3 Valors propis

Definicié Sigui A una matriu quadrada n x n. Els valors propis (A1,

ey An) d’A s6n les arrels
del segiient polinomi:

ai1 — A ai,2

a1.n
pO) =det[A—A-T]=det | 21 227 A G g
an,1 an2 ve Qpp — A

El polinomi p(\) és conegut com el polinomi caracteristic d’A. Si A és simeétrica, aleshores,
M €ERperatotk=1,...,n.

Teorema

Sigui A una matriu simétrica n x n i siguin Ap,
Aleshores,

ey A, e€ls seus valors propis (reals).

(1) A és definida positiva si, i només si, Ay, > 0 per a tot k =1, ..., n.

(2) A és definida negativa si, i només si, A\, < 0 per a tot k =1,...,n

(3) A és semidefinida positiva si, i només si, A, > 0 per a tot k =1,...,n.
(4)

4) A és semidefinida negativa si, i només si, \x <0 per a tot k=1, ...,n.

3.4 Exemple 1

1 -1 0
Signid=| -1 3 1
0 1 1

Forma quadratica: Sigui (21,2, 23) € R3. Aleshores,

1 —1 0 T
Q(x1,x9,23) = (x1,22,23) | —1 3 1 || =z
0 1 1 T3

T

= (r1 — w2, —x1 + 3w2 + 23,220 + 3) - | @2

T3

=22 — 1971 — 1179 + 373 + 1372 + ToT3 + T3
=22 — 2129 + 23 + 23 + 23 + 22013 + 2%
= (w1 — 22)? + 23 + (2 + x3)?
> 0 per a tot (x1, 72, 23) € R3.
Q(x1,x2,73) = 0 només si x1 = xg, x2 = 01 x9 = —x3; és a dir, si x1 = x9 = x3 = 0. Per tant, per

a tot (x1,x2,x3) # (0,0,0), Q(x1,x2,x3) > 0. La matriu A és definida positiva.

Menors principals:

o det Ay =det[1]=1>0.



o det Ay = det -l =3-1=2>0.
-1 3
[ 1 -1 0
e detAs=det| —1 3 1 | =3404+40-0-1—-1=1>0.
0 1 1

Per tant, A és definida positiva.

Valors propis: El polinomi caracteristic d’A és:

1—A
p(A) =det[A—X-I]=det | -1
0
Equivalentment, p(A) = (1 = A)2(3—=X) —2(1 = X) = (1 = N)[(1 = A)(3 - )) —2] =0.
Una primera arrel del polinomi és A\ = 1 > 0. Per tant, (1— )( A)— —BA-A+N -2 =
A2 — 4\ +1 = 0. Les altres dues arrels les trobem a partir de, A\ = 4£V16-4 16 = 2 + ‘ﬁ . Es a dir,
Ao —2+|r|>01/\3: |\ﬁ| Observemque)\3>03aqu62>’ |degutaque4>|\ﬁ‘

Per tant, A és definida positiva ja que A\ > 0 per a tot k=1,2,3.

3.5 Exemple 2

1 0 1
Sigsid=]0 2 0
1 0 1

Forma quadratica: Sigui (21,72, 23) € R3. Aleshores,

1 0 1 T1
Q(wl,ﬂjg,xg) = ($1,ZE2,1‘3) : 0 2 0 T
1 0 1 T3

T

= (:L‘l + 23,279,271 + xg) . T9

T3

= 2% + 371 + T3 + 1173 + 25
=23 + 223 + 2% + 22173
=223 + (21 + x3)?

> 0 per a tot (w1, z2,73) € R3.

Q(x1,x9,23) = 0si &1 = —x3 i 2 = 0. Per exemple, (1,0,—1) # (0,0,0) i Q(1,0,—1) = 0. Per
tant, la matriu A no és definida positiva sino que és semidefinida positiva.

Menors: 22 —1=717.

e Dordre k =1:det Bf =det[1] =1>0, det B? =det[2] =2 > 0idet B} =det[1] =1 > 0.



e Dordre k = 2 : det B} = det (1) g]—2>0,detB§—det[1 1]—0201detB3—

det[ 2 O]:2>0.

0 1
1 0 1
oD’ordrek‘:3:detB§:det 0 2 0|=2-2=0>0.
1 0 1

Per tant, A és semidefinida positiva ja que el determinant de tots els seus menors és no negatiu
(no és definida positiva ja que algun dels seus menors té el determinant igual a 0).

Valors propis: El polinomi caracteristic d’A és:

p(A) =det[A — X I] = det 0 2—-X 0 =0.

Equivalentment, p(A\) = (1 —=A)?(2—-\) — (2—-X) = (2 - N)[(1-N)?—-1] =0.

Una primera arrel del polinomi és \; = 2 > 0. Per tant, (1—A\)2—1=1—-2\+X2—1=0. Es
a dir, A2 — 2\ = A(A — 2) = 0. Per tant, una altra arrel del polinomi és Ay = 0. Finalment, A3 = 2
(les arrels poden ser dobles). Per tant, A no és definida positiva ja que A2 = 0, pero és semidefinida
positiva ja que A\ > 0 per a tot k =1,2,3.

4 Rang

Definicié Sigui A una matriu m xn. El rang d’A, rangA, és el maxim nombre de vectors columna
(o fila) linealment independents.

Teorema Sigui A una matriu m x n. Aleshores, rangA = k si, i només si, k és 'ordre maxim
d’un menor d’A no singular. Es a dir, existeix un menor By, tal que det By, # 0 i, 0 bé no existeix
cap menor d’ordre k' > k, o bé tots els menors d’ordre k' > k tenen la propietat de que det By = 0.

Exemple 1 Sigui A = b23 . Aleshores, rangA = 2 ja que det ! L2 ] =4-8 =
4 4 6 4 4

—4 #£0.
1 2 2

Exemple 2 Sigui A = 4 4 8 |. Observem que la tercera columna és dues vegades la
3 0 6

primera. Per tant, el nombre maxim de vectors columna linealment independents és 2. De fet,

1 2
det A=24+0+48 —24 —0—48 = 0. Pero, com que det[

4 4 ] =4—-8=—-4+#0,rangA = 2.



